
Ñòðóêòóðíûå è ïåðå÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà
êóáîâ Ôèáîíà÷÷è

Ýìàíóýëü Ìóíàðèíè, Íîðìà Çàãàãëèà Ñàëâè

Êóá Ôèáîíà÷÷è ïðåäñòàâëÿåò íîâóþ òåõíîëîãèþ ìåæñîåäèíåíèé â ìóëüòè-
êîìïüþòåðíûõ ñèñòåìàõ. Îí ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì â åäèíè÷íûé n-ìåðíûé êóá
äâóäîëüíûì ãðàôîì. Â ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî îí ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê
ïîëóðåøåòêà ÷àñòíîãî âèäà è îïðåäåëåíû åãî ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà è õàðàê-
òåðèñòèêè òàêèå êàê äîëè, öåíòð, ðàäèóñ è âåðøèííîå ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè.
Ïîëó÷åíî ïåðå÷èñëèòåëüíîå ñâîéñòâî â âèäå íîâîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è.

1 Ââåäåíèå
Ïîíÿòèå êóáà Ôèáîíà÷÷è áûëî ââåäåíî â ðàáîòå [1] è â îáîáùåííîé ôîðìå
â ðàáîòå [2] êàê íîâàÿ òîïîëîãèÿ ìåæñîåäèíåíèé â ìóëüòèêîìïüþòåðíûõ
ñèñòåìàõ. Êóá Ôèáîíà÷÷è ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì ãðàôîì, êîòîðûé êàê
ïîäãðàô ìîæåò áûòü âëîæåí â åäèíè÷íûé n-ìåðíûé êóá. Îí îáëàäàåò
èíòåðåñíûìè òîïîëîãè÷åñêèìè è ïåðå÷èñëèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, ïîäîá-
íûìè ñâîéñòâàì ãèïåðêóáà [3], íî õàðàêòåðíûìè èìåííî äëÿ êóáà Ôèáî-
íà÷÷è. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë Fn , ãäå F0 = 1 , F1 = 2 è êàæäîå ñëåäóþ-
ùåå ÷èñëî óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ Fn+2 = Fn+1+Fn .
Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (ïî òåîðåìå Çåêåíäîðôà).
Ïóñòü i åñòü ïîëîæèòåëüíîå öåëîå òàêîå, ÷òî i ≤ Fn−1 − 1 . Îáîçíà÷èì
F (i) := [bn−1, . . . , b1, b0] ñòðîêó Ôèáîíà÷÷è ïîðÿäêà n äëÿ ÷èñëà i , ãäå

i =
n−1∑
j=0

bjFj
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è bj ðàâíî 0 èëè 1 , äëÿ 0 ≤ j ≤ n− 1 , ïðè óñëîâèè, ÷òî bjbj+1 = 0 .
Íàïðèìåð, ÷èñëî i = F4 − 1 = 7 , ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñòðîêè
Ôèáîíà÷÷è 1010 . Áóäåì îáîçíà÷àòü αβ ñòðîêó, ïîëó÷àþùóþñÿ êîíêà-
òåíàöèåé ñòðîê α è β . Â îáîáùåííîì âèäå, åñëè S åñòü ìíîæåñòâî
ñòðîê, òî αS = {αβ : β ∈ S} .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé αi â ñòðîêå α11α21 . . . 1αr , íàçûâàþòñÿ
ìàêñèìàëüíûìè. Ïóñòü Cn åñòü ìíîæåñòâî ñòðîê Ôèáîíà÷÷è ïîðÿäêà
n , òî åñòü ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ ñòðîê, íå ñîäåðæàùèõ äâóõ ñîñåäíèõ
åäèíèö. Ìû èìååì Cn+2 = 0Cn+1 ∪ 10Cn è |Cn| = Fn äëÿ êàæäîãî
n ∈ N . Íàïîìíèì, ÷òî ðàññòîÿíèåì Õåììèíãà ìåæäó äâóìÿ äâîè÷íûìè
ñòðîêàìè α è β íàçûâàåòñÿ ÷èñëî H(α, β) ïîçèöèé, â êîòîðûõ îíè
ðàçëè÷àþòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1 . Êóáîì Ôèáîíà÷÷è Γn ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ãðàô
(V,E) , ãäå V = {0, 1, . . . , Fn − 1} è (i, j) ∈ E , åñëè H(F (i), F (j)) = 1 .

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî ãðàô Γn+2 ìîæåò áûòü ðàçëîæåí íà äâà íå ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ è ñîåäèíåííûõ òî÷íî Fn ðåáðàìè ïîäãðàôà Γn+1 è Γn .
Íà Ðèñ.1,à,á,â,ã,ä ïîêàçàíû êóáû Ôèáîíà÷÷è äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
n = 1, 2, 3, 4, 5

rΓ0 r rΓ1 r r rΓ2 r r r

r r

Γ3 r r r

r r r

r r

Γ4

à) á) â) ã) ä)

Ðèñ. 1

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ êó-
áîâ Ôèáîíà÷÷è è îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûå èõ ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà è
õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê äîëè, öåíòð, ðàäèóñ è ÷èñëî íåçàâèñèìîñòè
ãðàôà Γn . Ïîëó÷åíû òàêæå íåêîòîðûå ïåðå÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà, èç
êîòîðûõ ñëåäóþò íîâàÿ ôîðìóëà äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, è ïðîñòîå âû-
ðàæåíèå äëÿ ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè ãðàôà Γn . Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïðåä-
ñòàâëåíèå î ðàññìàòðèâàåìûõ ñâîéñòâàõ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, óñòîé÷èâûõ ê íåèñïðàâíîñòÿì.
Îïðåäåëåíèå öåíòðà ãðàôà Γn ïîëåçíî ïðè îðãàíèçàöèè îïåðàöèé ðàñ-
ñûëêè èíôîðìàöèè èç îäíîãî óçëà âû÷èñëèòåëüíîé ñåòè âñåì îñòàëüíûì
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èëè îïåðàöèè íàêîïëåíèÿ èíôîðìàöèè îò âñåõ óçëîâ â îäíîì èç íèõ.
Ïåðåñûëêà èç öåíòðà ëþáîìó äðóãîìó óçëó êàê è îáðàòíàÿ ïåðåñûëêà
ìîãóò áûòü îñóùåñòâëåíû ìàêñèìóì çà dn

2
e øàãîâ. Ïî àíàëîãè÷íûì

ñîîáðàæåíèÿì ïîëåçíî çíàíèå âåðøèííîãî ÷èñëà íåçàâèñèìîñòè.

2 Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà
2.1 Ïîëóðåøåòêè Ôèáîíà÷÷è

Íà ìíîæåñòâå Cn äâîè÷íûõ ñòðîê äëèíû n , íå ñîäåðæàùèõ ñî-
ñåäíèõ åäèíèö, îïðåäåëèì îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, ïîëàãàÿ äëÿ
êàæäûõ α = [a1, . . . , an] è β = [b1, . . . , bn] â Cn ,

α ≤ β ⇐⇒ ai ≤ bi , i = 1, 2, . . . , n .

Óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî Fn = 〈Cn,≤〉 ÿâëÿåòñÿ íèæíåé ïîëó-
ðåøåòêîé, òî åñòü çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè èíôèìóìà α ∧
β = [min(a1, b1), . . . , min(an, bn)] è åå íèæíÿÿ óíèâåðñàëüíàÿ ãðàíè-
öà 0̂ = 00 · · · 0 . Åñëè ñóïðåìóì α ∨ β ñóùåñòâóåò, òî α ∨ β =
[max(a1, b1), . . . , max(an, bn)] . ßñíî, ÷òî äëÿ ñòðîêè β , ñîäåðæàùåé k
åäèíèö, èìååòñÿ òî÷íî k àòîìîâ α1, . . . , αk òàêèõ, ÷òî β = α1∨. . .∨∨αk .
Òàêèì îáðàçîì, óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî Fn ÿâëÿåòñÿ àòîìàðíîé ïî-
ëóðåøåòêîé. Îáîçíà÷èì Vk ìíîæåñòâî ñòðîê, ñîäåðæàùèõ k åäèíèö.
Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî åäèíèö â ñðîêàõ èç Cn îïðåäåëÿåòñÿ êàê

⌈
n
2

⌉
;

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà îáðàçóåòñÿ êîíêàòåíàöèåé ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ðàç ñòðîêè 10 ñ äîáàâëåíåíèåì 1 ïðè íå÷åòíîì n . Òàêèì îáðàçîì,
Vk = ∅ äëÿ âñåõ k >

⌈
n
2

⌉
. Íà äèàãðàììå Õàññå ïîëóðåøåòêè Fn äâå

ñòðîêè ñîåäèíÿþòñÿ ðåáðîì, åñëè îäíà èç íõ ïîêðûâàåò äðóãóþ, òî åñòü
åñëè ðàññòîÿíèå Õåììèíãà ìåæäó íèìè ðàâíî 1 . Òàê ãðàô, çàäàííûé
äèàãðàììîé Õàññå ïîëóðåøåòêè Fn èçîìîðôåí ãðàôó Γn . Íàïðèìåð,
äëÿ n = 3, 4 ïîëó÷àåì äèàãðàììû, ïðåäñòàâëåííûå íà Ðèñ. 2 ,à,á.
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Î÷åâèäíî, ÷òî íèêàêèå äâå ñòðîêè ñ îäèíàêîâîé ÷åòíîñòüþ åäèíèö
íà äèàãðàììå Õàññå íå ñîåäèíÿþòñÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà
En , On ñòðîê ñ ÷åòíûì è íå÷åòíûì ÷èñëîì åäèíèö ñîîòâåòñòâåííî îá-
ðàçóþò äîëè äâóäîëüíîãî ãðàôà Γn . Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà âåðøèí
ãðàôà Γn , çàêëþ÷àþùàÿñÿ â çàìåíå êàæäîé ñòðîêè α èíâåðñíîé (îò-
ëè÷àþùåéñÿ îáðàòíûì ïîðÿäêîì ðàçìåùåíèÿ äâîè÷íûõ ñèìâîëîâ) ÿâëÿ-
åòñÿ èíâîëþöèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, äåêîìïîçèöèÿ ãðàôà Γn+2 íà Γn+1

è Γn íå åäèíñòâåííà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ãðàô Γ4 = Γ3+̂Γ2 ,
ãäå Γ3 è Γ2 îáðàçóþòñÿ âåðøèíàìè, â êîòîðûõ ïåðâûé áèò åñòü 0 èëè
1 ñîîòâåòñòâåííî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Γ3 è Γ2 ìîãóò áûòü îáðàçîâàíû
âåðøèíàìè, èìåþùèìè ïîñëåäíèé áèò 0 èëè 1 ñîîòâåòñòâåííî.

2.2 Íåêîòîðûå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà êóáîâ Ôèáî-
íà÷÷è

Â ðàáîòå [4] ýêñöåíòðèñèòåò âåðøèíû v ñâÿçíîãî ãðàôà G îïðå-
äåëåí êàê ÷èñëî

e(v) := max
u∈V (G)

d(u, v) .

Ðàäèóñ ãðàôà G ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ êàê

rad(G) := min
v∈V (G)

e(v) .

Âåðøèíà v ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé âåðøèíîé åñëè e(v) = rad(G) .Öåíòð
Z(G) ãðàôà G îáðàçóåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ åãî öåíòðàëüíûõ âåðøèí.

Óòâåðæäåíèå 1 . rad(Γn) =
⌈

n
2

⌉
.

Äîêàçàòåëüñòâî . Çàìåòè ïðåæäå âñåãî, ÷òî e(0̂) =
⌈

n
2

⌉
. Ìàêñèìàëü-

íî óäàëåíû îò âåðøèíû 0̂ âåðøèíû ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì åäèíèö,
ïîëó÷àåìûå êîíêàòåíàöèåé ñòðîêè 10 ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðàç ñ äîáàâ-
ëåíèåì 1 ïðè íå÷åòíîì n .

Ïóñòü òåïåðü v ÿâëÿåòñÿ ñòðîêîé, èìåþùåé k > 0 åäèíèö. Ìû
äîêàæåì, ÷òî e(v) ≥ ⌈

n
2

⌉
. Ñòðîêà v∗ , íàèáîëåå óäàëåííàÿ îò v , ìî-

æåò áûòü ïîëó÷åíà çàìåíîé â íåé âñåõ íóëåé åäèíèöàìè è ïîñëåäóþùèì
óäàëåíèåì ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà åäèíèö òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ñòðîêà
Ôèáîíà÷÷è. Åñëè h ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íó-
ëåé â ñòðîêå v , òî â ñòðîêå v∗ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò⌈

h
2

⌉
åäèíèö. Òîãäà ðàññòîÿíèå d(v, v∗) = k +

∑ ⌈
h
2

⌉
, ãäå ñóììèðîâà-

íèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî âñåì ìàêñèìàëüíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì íóëåé
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â ñòðîêå v . Ïîñêîëüêó
∑ ⌈

h

2

⌉
≥

⌈∑ h

2

⌉
=

⌈
n− k

2

⌉
,

ìû ïîëó÷àåì
d(v, v∗) ≥ k +

⌈
n− k

2

⌉
≥

⌈n

2

⌉
.

¤

Ïóñòü Un îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñòðîê, èìåþùèõ òîëüêî îäíó 1 è
ìàêñèìàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé ÷åòíîé äëèíû. Òàê , íàïðèìåð,
ìû èìååì 00100 ∈ U5 íî 01000 6∈ U5 .

Óòâåðæäåíèå 2 . Äëÿ êàæäîãî n ∈ N , èìååò ìåñòî

Z(Γn) =

{
{0̂} äëÿ ÷åòíûõ n
{0̂} ∪ Un äëÿ íå÷åòíûõ n

Äîêàçàòåëüñòâî . Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 1, 0̂ ∈ Z(G) . Ïóñòü
v ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé âåðøèíîé, èìåþùåé k åäèíèö. Îáîçíà÷èì h1

äëèíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé ïåðåä ïåðâîé åäèíèöåé, h2 äëèíó ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè íóëåé ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé åäèíèöàìè è òàê äàëåå
äî hk+1 . Ïóñòü v∗ � ñòðîêà, ðàññìîòðåííàÿ â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäû-
äóùåãî óòâåðæäåíèÿ. Òîãäà êàæäàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íóëåé äëèíû hi â v ñîîòâåòñòâóåò â v∗ ïîäñòðîêå ñ

⌈
hi

2

⌉
åäèíèö.

Ñëåäîâàòåëüíî d(v, v∗) = k+
∑ ⌈

hi

2

⌉
. Íåîáõîäèìî ðàçëè÷èòü äâà ñëó÷àÿ.

1) Âñå hi ÷åòíû. Òîãäà
⌈

hi

2

⌉
= hi

2
è

d(v, v∗) = k +
∑ hi

2
= k +

n− k

2
=

n + k

2
.

Ýòî çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñ
⌈

n
2

⌉
òîëüêî ïðè k = 1 è íå÷åòíîì n .

2) Èìååòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà ìàêñèìàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íóëåé íå÷åòíîé äëèíû hi . Òîãäà

d(v, v∗) ≥ k +
1

2

(∑
hi + 1

)
= k +

n− k + 1

2
=

n + k + 1

2
.

Ýòî çíà÷åíèå íå ðàâíî
⌈

n
2

⌉
íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ k è n .
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¤

Íàçîâåì âåðøèíó ãðàôà Γn ñèììåòðè÷íîé, åñëè îíà ñîîòâåòñòâóåò
ñèììåòðè÷íîé ñòðîêå.

Óòâåðæäåíèå 3 . ×èñëî ñèììåòðè÷íûõ ñòðîê â Γn ðàâíî Fbn
2
c−(−1)n

äëÿ êàæäîãî n ≥ 2 .

Äîêàçàòåëüñòâî . Åñëè n = 2m + 2 , òî ñèììåòðè÷íàÿ ñòðîêà Ôè-
áîíà÷÷è α äëèíû n èìååò âèä π00π , ãäå π ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîêà
Ôèáîíà÷÷è äëèíû m è π � ñòðîêà, ïîëó÷åííàÿ èíâåðñèåé ñòðîêè π .
Èìååòñÿ ðîâíî Fm òàêèõ ñòðîê.

Åñëè n = 2m + 3 , òî ñèììåòðè÷íàÿ ñòðîêà Ôèáîíà÷÷è α äëèíû n
èìååò ëèáî ôîðìó π0π , ãäå π � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîêà äëèíû m + 1 ,
èëè ôîðìó π010π , ãäå π ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ñòðîêîé Ôèáîíà÷÷è
äëèíû m . Òàêèì îáðàçîì èìååòñÿ ðîâíî Fm + Fm+1 = Fm+2 òàêèõ
ñòðîê. Ýòè íàáëþäåíèÿ âëåêóò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ. ¤

Îáîçíà÷èì en è on ÷èñëî ñòðîê â ìíîæåñòâàõ En , On ñîîòâåòñòâåí-
íî. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëîì íåçàâèñèìîñòè β(G) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ
ìàêñèìàëüíàÿ ìîùíîñòü íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà G .

Òåîðåìà 1 . β(Γn) = max(en, on) .

Äîêàçàòåëüñòâî . Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî äîïóñòèòü, ÷òî
en ≥ on . Äîêàæåì, ÷òî en ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì íåçàâèñèìûõ
âåðøèí ãðàôà Γn . Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî èìååòñÿ ïîäìíîæåñòâî A
ìíîæåñòâà En êîòîðîå ìîæíî çàìåíèòü ïîäìíîæåñòâîì B ìíîæåñòâà
On , òàêèì, ÷òî |B| > |A| è âåðøèíû ìíîæåñòâà B è En \ A
ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíû ìíîæåñòâà B
ñìåæíû òîëüêî âåðøèíàì ìíîæåñòâà A . Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî
Γn âñåãäà ñîäåðæèò öèêë C , êîòîðûé âêëþ÷àåò ëèáî âñå âåðøèíû
ìíîæåñòâà Γn , ëèáî âñå âåðøèíû, êðîìå îäíîé. Çàìåòè, ÷òî ïîñêîëüêó
ãðàô Γn äâóäîëüíûé, â öèêëå C âåðøèíû ìíîæåñòâ En è On

÷åðåäóþòñÿ. Ïóñòü C ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì è v1, v2, . . . , vs

� âåðøèíû ìíîæåñòâà B ïåðå÷èñëåííûå â ïîðÿäêå, îïðåäåëÿåìîì
öèêëîì C . Îáîçíà÷èì w1, w2, . . . , ws âåðøèíû ìíîæåñòâà A ,
ïðåäøåñòâóþùèå âåðøèíàì vi è ws+1 âåðøèíó, ñëåäóþùóþ çà
âåðøèíîé vs â C . Âåðøèíû wj äîëæíû áûòü ðàçëè÷íûìè, òîãäà
|A| > |B| , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîïóùåíèþ. Â ñëó÷àå, êîãäà C ñîäåðæèò
âñå âåðøèíû, êðîìå îäíîé, ìû ìîæåì äîïóñòèòü, ÷òî C ñîäåðæèò
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òîëüêî s − 1 âåðøèí ìíîæåñòâà B . Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì A ñî-
äåðæèò íå ìåíåå s âåðøèí; ñëåäîâàòåëüíî, |A| ≥ |B| , ïðîòèâîðå÷èå. ¤

3 Ïåðå÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà
Â ðàáîòàõ [5] è [6] äîêàçàíû ìíîãèå ïåðå÷èñëèòåëüíûå ñâîéñòâà ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è. Îäíî èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

|Vn| =
∑

k≥0

(
n− k + 1

k

)
.

Ïðè ýòîì

en =
∑

k≥0

(
n− 2k + 1

2k

)
on =

∑

k≥0

(
n− 2k

2k + 1

)
.

Óòâåðæäåíèå 4 . ×èñëà en è on óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå
ðåêóððåíòíûõ îòíîøåíèé

{
en+2 = en+1 + on

on+2 = on+1 + en

(1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

e0 = 1 , e1 = 1 , o0 = 0 , o1 = 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî . Ìû çíàåì, ÷òî ïîäïîëóðåøåòêà ïîëóðåøåòêè
Fn+2 , ñîîòâåòñòâóþùàÿ âñåì ñòðîêàì, â êîòîðûõ ïåðâûì ñèìâîëîì
ÿâëÿåòñÿ 0 , èçîìîðôíà ïîëóðåøåòêå Fn+1 , â òî æå âðåìÿ ïîäïîëó-
ðåøåòêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêàì ñ ïåðâûì ñèìâîëîì 1 , èçîìîðôíà
ïîëóðåøåòêå Fn . Â ýòîé äåêîìïîçèöèè ñòðîêà 10 · · · 0 ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìóìîì ïîäïîëóðåøåòêè, èçîìîðôíîé ïîëóðåøåòêå Fn , òàê ÷òî
åå ýëåìåíòû èìåþò ÷åòíîñòü, ïðîòèâîïîëîæíóþ ÷åòíîñòè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ýëåìåíòîâ ïîëóðåøåòêè Fn+2 , îòêóäà ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå
óòâåðæäåíèå. ¤

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1) âëå÷åò ñëåäóþùåå òîæäåñòâî
∑

k≥0

(
n− 2k + 1

2k

)
=

∑

k≥0

(
n− 2k

2k

)
+

∑

k≥0

(
n− 2k − 2

2k + 1

)
.
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Ïî òåîðåìå 1, èíòåðåñíî îïðåäåëèòü, êàêîå èç äâóõ ÷èñåë en , on

áîëüøå äðóãîãî. Ïóñòü hn � èõ ðàçíîñòü, à èìåííî hn = en− on . Èç (1)
èìååì

hn+2 = en+1 − on+1 − (en − on)

èëè
hn+2 = hn+1 − hn .

Ïåðâûå çíà÷åíèÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþùèå

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

en 1 1 1 2 4 7 11 17 27 44 72 117

on 0 1 2 3 4 6 10 17 28 45 72 116

hn 1 0 −1 −1 0 1 1 0 −1 −1 0 1

è ëåãêî âèäåòü, ÷òî
hn+3 = −hn

è ÷òî
H(x) =

∑
n≥0

hn xn =
1− x

1− x + x2
.

Èç ñèñòåìû (1) ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

en+2 = en+1 + en − hn

on+2 = on+1 + on + hn

è ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè
∑
n≥0

en xn =
1− x + x4

(1− x + x2)(1− x− x2)
∑
n≥0

on xn =
x

(1− x + x2)(1− x− x2)
.

Îêîí÷àòåëüíî, ñ ó÷åòîì îòíîøåíèÿ
{

en + on = Fn

en − on = hn

ìû èìååì
en =

Fn + hn

2
, on =

Fn − hn

2
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èëè
Fn = 2

∑

k≥0

(
n− 2k + 1

2k

)
− hn = 2

∑

k≥0

(
n− 2k

2k + 1

)
+ hn ,

íîâîå îòíîøåíèå äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.
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