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Èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà ôðàãìåíòà, ïîçâîëÿþùåãî îäíîçíà÷íî ðàñïîçíàòü
àâòîìàò èç êëàññà âñåõ àâòîìàòîâ, ó êîòîðûõ êàæäûé âõîä-âûõîäíîé ñèãíàë
èç çàðàíåå çàäàííîãî ìíîæåñòâà ïîðîæäàåòñÿ íå áîëåå ÷åì îäíèì ñîñòîÿíèåì.
Íàéäåíû êðèòåðèè îäíîçíà÷íîãî ðàñïîçíàâàíèÿ.

Ïðîáëåìà ïðåäñòàâëåíèÿ (èäåíòèôèêàöèè) àâòîìàòîâ èõ ôðàãìåíòà-
ìè ÿâëÿåòñÿ âàæíîé êàê â òåîðèè àâòîìàòîâ (ïîñòðîåíèå êîíòðîëüíûõ è
ðàñïîçíàþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ [1]), òàê è â òåõíè÷åñêîé äèàãíîñòèêå äèñ-
êðåòíûõ óñòðîéñòâ [2] è ïðîãðàììíûõ ñèñòåì [3]. Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
àâòîìàòîâ ôðàãìåíòàìè èçëîæåíà â [4]. Îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷
ýòîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ôðàã-
ìåíò ïðåäñòàâëÿåò çàäàííûé àâòîìàò ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ îòíîñèòåëü-
íî çàäàííîãî êëàññà àâòîìàòîâ. Â [4] ïðèâåäåíû êðèòåðèè (íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ) ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íîãî òèïà àâòîìàòîâ,
ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ êëàññîâ è ðàçëè÷íîé òî÷íîñòè.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî íà÷àëà ðàçâèâàòüñÿ òåîðèÿ ýêñïåðè-
ìåíòîâ îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íûõ êëàññîâ àâòîìàòîâ, çàäàííûõ ôèíèò-
íûìè ñðåäñòâàìè (ôîðìàëüíîé ñïåöèôèêàöèåé [3] , íåäåòåðìèíèðîâàí-
íûì àâòîìàòîì [5] è ò.ï.).

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñòðóêòóðà ïðåäñòàâëåíèé àâòîìàòà îò-
íîñèòåëüíî âîçìîæíî áåñêîíå÷íîãî êëàññà àâòîìàòîâ, â êàæäîì èç êî-
òîðûõ êàæäûé âõîä-âûõîäíîé ñèãíàë èç çàðàíåå çàäàííîãî ìíîæåñòâà
ïîðîæäàåòñÿ íå áîëåå ÷åì îäíèì ñîñòîÿíèåì [6]. Òàêèå ñèãíàëû íàçû-
âàþòñÿ ìàðêåðàìè, à òàêèå àâòîìàòû � ìàðêèðîâàííûìè. Ìàðêåðû ñ
òî÷êè çðåíèÿ êíèãè [4] ÿâëÿþòñÿ èäåíòèôèêàòîðàìè ñîñòîÿíèé. Îíè ïðè-
ñóòñòâóþò â ðåàëüíûõ àâòîìàòàõ â âèäå îïîâåùàþùèõ èëè ñëóæåáíûõ
óïðàâëÿþùèõ ñèãíàëîâ.

Íàéäåíû êðèòåðèè, ïðè êîòîðûõ ôðàãìåíò ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
àâòîìàòà îòíîñèòåëüíî êëàññà ìàðêèðîâàííûõ àâòîìàòîâ (òåîðåìû 2�4)
è îòíîñèòåëüíî äîïîëíåíèÿ äî ýòîãî êëàññà (òåîðåìà 1). Â ñëåäñòâèÿõ
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ê òåîðåìàì ïðåäëîæåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîíòðîëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ.

Â äàëüíåéøåì ïîä àâòîìàòîì ïîíèìàåòñÿ, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâ-
íîå, êîíå÷íûé äåòåðìèíèðîâàííûé èíèöèàëüíûé àâòîìàò Ìèëè. Âñå àâ-
òîìàòû èìåþò îäèí è òîò æå âõîäíîé X è âûõîäíîé Y àëôàâèòû. Åñëè
àâòîìàò ÷àñòè÷åí, òî ïîëàãàåì, ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ åãî ôóíêöèè
ïåðåõîäîâ è ôóíêöèè âûõîäîâ ñîâïàäàþò. Ïóñòü r � ìîùíîñòü àëôàâè-
òà Y, r ≥ 1.

Ïóñòü A = (A,X, Y, δ, λ, a0) � íåêîòîðûé àâòîìàò, ó êîòîðîãî A �
ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ìîùíîñòè n; a0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå; δ, λ �ôóíê-
öèè ïåðåõîäîâ è âûõîäîâ. Ïóñòü p = x1...xk � âõîäíîå ñëîâî. ×åðåç δ(a, p)
îáîçíà÷èì ñîñòîÿíèå, â êîòîðîå ïåðåõîäèò àâòîìàò èç ñîñòîÿíèÿ a ïîä
äåéñòâèåì ýòîãî ñëîâà, à ÷åðåç λ(a, p) � ñîîòâåòñòâóþùåå âûõîäíîå ñëî-
âî äëèíû k. Ïóñòü λ(a, p) = q = y1...yk. Ïàðà (p, q) íàçûâàåòñÿ âõîä-
âûõîäíûì ñëîâîì, ïîðîæäåííûì ñîñòîÿíèåì a. Îíà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñî
ñëîâîì w = (x1, y1)...(xk, yk) â àëôàâèòå U = X × Y . Ðàâåíñòâî aw = b
îçíà÷àåò, ÷òî b = δ(a, p) è λ(a, p) = q. Ìíîæåñòâî âñåõ âõîä-âûõîäíûõ
ñëîâ, ïîðîæäåííûõ ñîñòîÿíèåì a îáîçíà÷èì λa è λA ïðè a = a0. Àâòîìà-
òó A ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâî ΦA =

⋃
a∈A

λa âñåõ âõîä-âûõîäíûõ
ñëîâ, ïîðîæäåííûõ ýòèì àâòîìàòîì.

Àâòîìàò A íàçûâàåòñÿ èíèöèàëüíî ñâÿçíûì, åñëè äëÿ âñåõ åãî ñîñòî-
ÿíèé a íàéäåòñÿ w ∈ λA, äëÿ êîòîðîãî a0w = a. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå
îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ðàññìàòðèâàþòñÿ èíèöèàëüíî ñâÿçíûå àâòîìàòû.
Ñîñòîÿíèå a è b íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, ÷òî îáîçíà÷èì (a, b) ∈ ε,
åñëè λa = λb. ×åðåç A/ε îáîçíà÷èì àâòîìàò, ïîëó÷åííûé èç A îòîæ-
äåñòâëåíèåì âñåõ ýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèé. Àâòîìàò A, äëÿ êîòîðîãî
A = A/ε, íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì.

×åðåç A(U) îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ âñþäó îïðåäåëåííûõ ïðèâåäåííûõ
àâòîìàòîâ.

Íåîïðåäåëÿåìûå ïîíÿòèÿ òåîðèè àâòîìàòîâ îáùåïðèíÿòû è èõ ìîæ-
íî íàéòè, íàïðèìåð, â [1,4]. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ôóíêöèè ïàðàìåòðû è
ïîâåäåíèå àâòîìàòà ñíàáæàþòñÿ íèæíèì èíäåêñîì � åãî èìåíåì.

Ââåäåì ïîíÿòèå ïðåäñòàâëåíèÿ àâòîìàòà ôðàãìåíòàìè. Ïóñòü Q =
(Q,X, Y, ∆, Λ, q0) � íåêîòîðûé àâòîìàò. Àâòîìàò Q íàçîâåì ôðàãìåíòîì
àâòîìàòà A, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì àâòîìàòà Q â A, ò.å. òàêîå
îòîáðàæåíèå ϕ : Q → A, ÷òî ϕ(q0) = a0 è ϕ(∆(q, x)) = δ(ϕ(q), x), Λ(q, x) =
λ(ϕ(q), x) äëÿ âñåõ q è x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ∆.

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî àâòîìàò-ýòàëîí A ∈ A(U) è ïîäêëàññ A ⊆
A(U). Àâòîìàò Q íàçîâåì ïðåäñòàâëåíèåì ýòàëîíà îòíîñèòåëüíî ýòî-
ãî ïîäêëàññà, åñëè îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: 1. Q ÿâëÿåòñÿ
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ôðàãìåíòîì ýòàëîíà; 2. åñëè Q ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíòîì àâòîìàòà B ∈ A,
òî λA = λB. Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ýòàëîí A ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâ-
ëåíèåì ñàìîãî ñåáÿ îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïîäêëàññà A è ïîýòîìó ïðåä-
ñòàâëåíèÿ âñåãäà ñóùåñòâóþò.

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àâòîìàò Q ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëå-
íèåì A îòíîñèòåëüíî ïîäêëàññà A. Åñëè â A íåò àâòîìàòîâ, îòëè÷íûõ
îò A, ò.å. åñëè A ïóñò èëè ñîñòîèò èç îäíîãî A, òî ëþáîé ôðàãìåíò ýòà-
ëîíà ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì, ÷òî â
A ñóùåñòâóåò àâòîìàò B 6= A. Òîãäà r ≥ 2, ïîñêîëüêó ïðè r = 1 êëàññ
A(U) ñîñòîèò èç îäíîãî àâòîìàòà.

Ïóñòü B � íåêîòîðûé àâòîìàò è b íåêîòîðîå åãî ñîñòîÿíèå. Àâòîìàò
C, îáðàçîâàííûé âñåìè ñîñòîÿíèÿìè c = bw,w ∈ λB, íàçûâàåòñÿ ïîäàâ-
òîìàòîì, ïîðîæäåííûì ñîñòîÿíèåì b. Êëàññ A íàçîâåì çàìêíóòûì, åñëè
äëÿ âñåõ B ∈ A(U) êàê òîëüêî íåêîòîðûé åãî ïîäàâòîìàò âõîäèò â A,
òî è B ∈ A. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ r ≥ 2 íåïóñòîé çàìêíóòûé êëàññ
áåñêîíå÷åí.

Òåîðåìà 1. Àâòîìàò Q ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ýòàëîíà A ∈
A(U) îòíîñèòåëüíî çàìêíóòîãî ïîäêëàññà A òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Q/ε = A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè Q/ε = A, òî î÷åâèäíî Q � ôðàãìåíò
ýòàëîíà. Ïóñòü Q � ôðàãìåíò íåêîòîðîãî B ∈ A. Â ñèëó ïðèâåäåííîñòè
àâòîìàòà B Q/ε òîæå åãî ôðàãìåíò. Â ñèëó èíèöèàëüíîé ñâÿçíîñòè A =
B è, òåì ñàìûì, Q � ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü òåïåðü Q/ε 6= A è Q � ïðåäñòàâëåíèå ýòàëîíà îòíîñèòåëüíî
A. Òîãäà Q � ôðàãìåíò ýòàëîíà è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòè÷íûé àâòîìàò.
Ïóñòü C ∈ A. Äîîïðåäåëèì àâòîìàò Q ñ ïîìîùüþ C, ïîëàãàÿ ∆(q, x) = c0

äëÿ âñåõ ïàð (q, x), íå âõîäÿùèõ â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ∆.
Ôóíêöèþ âûõîäîâ Λ äîîïðåäåëÿåì ïðîèçâîëüíî. Ïîëó÷èì âñþäó îïðå-
äåëåííûé àâòîìàò D. Ïóñòü H ∈ A è H 6= C. Òî÷íî òàêæå äîîïðåäå-
ëÿåì àâòîìàò Q ñ ïîìîùüþ H è ïîëó÷àåì àâòîìàò G. Òàê êàê H 6= C,
òî λC(c0, p) 6= λH(h0, p) äëÿ íåêîòîðîãî âõîäíîãî ñëîâà p. Ïóñòü ∆(q, x)
íåîïðåäåëåíî â Q è ∆(q0, p

′) = b. Î÷åâèäíî λD(d0, p
′xp) 6= λG(g0, p

′xp).
Ïîýòîìó D/ε 6= G/ε. Àâòîìàò Q ÿâëÿåòñÿ ôðàãìåíòîì àâòîìàòîâ D/ε è
G/ε è îáà ýòè àâòîìàòà âõîäÿò â A. Ñëåäîâàòåëüíî, Q íå ïðåäñòàâëåíèå,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Êîíòðîëüíûì ýêñïåðèìåíòîì äëÿ ýòàëîíà A îòíîñèòåëüíî A íàçûâà-
åòñÿ êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî W ⊆ λA, äëÿ êîòîðîãî W ⊆ λB, ãäå B ∈ A,
âëå÷åò λA = λB. Ëþáîìó êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó W ⊆ λA î÷åâèäíûì
îáðàçîì âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò àâòîìàò Q, ãðàô êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, λQ = W . ßñíî, ÷òî åñëè W � êîíòðîëüíûé ýêñïåðè-
ìåíò, òî Q � ïðåäñòàâëåíèå. Ïîýòîìó, êîíòðîëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ÷èòàåì
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÷àñòíûì âèäîì ïðåäñòàâëåíèé. Èç ñêàçàííîãî è òåîðåìû 1 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1. Íå ñóùåñòâóåò êîíòðîëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ëþ-

áîãî A ∈ A(U) îòíîñèòåëüíî ëþáîãî çàìêíóòîãî A ⊆ A(U).
Ïîñêîëüêó A(U) çàìêíóò, òî äëÿ íåãî âûïîëíÿþòñÿ òåîðåìà 1 è ñëåä-

ñòâèå 1.
Ðàññìîòðèì êëàññû àâòîìàòîâ, ââåäåííûå â [6]. Çàôèêñèðóåì ìíîæå-

ñòâî M ⊆ U . ×åðåçA(U,M) îáîçíà÷èì êëàññ âñåõ òåõ àâòîìàòîâ èç A(U),
äëÿ êîòîðûõ êàæäîå âõîä-âûõîäíîå ñëîâî u ∈ M ïîðîæäàåòñÿ íå áîëåå
÷åì îäíèì ñîñòîÿíèåì. Ýëåìåíòû u ∈ M íàçûâàåì ìàðêåðàìè. Ñîñòîÿ-
íèå a àâòîìàòà A ∈ A(U,M), ïîðîæäàþùåå íåêîòîðûé ìàðêåð, íàçîâåì
îòìå÷åííûì (ìàðêèðîâàííûì). Ïóñòü A(U,M) = A(U) − A(U,M). Àâ-
òîìàò ïðèíàäëåæèò äîïîëíåíèþ A(U,M), åñëè â íåì ñóùåñòâóþò äâà
íåýêâèâàëåíòíûõ ñîñòîÿíèÿ, ïîðîæäàþùèå îäèí è òîò æå ìàðêåð. Ïî-
ýòîìó íåïóñòîå äîïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì è òåîðåìà 1
äàåò êðèòåðèé, ïðè êîòîðîì ôðàãìåíò Q ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ
A ∈ A(U) è A = A(U,M). Ñëåäñòâèå 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
êîíòðîëüíûå ýêñïåðèìåíòû íå ñóùåñòâóþò.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà A = A(U,M). Äëÿ âñåõ M êëàññ A íå ïóñò
è ïðè ïóñòîì M ñîâïàäàåò ñ A(U). Â [6] íàéäåíû êðèòåðèè áåñêîíå÷íî-
ñòè, êîíå÷íîñòè è îäíîýëåìåíòíîñòè êëàññà A. Ïóñòü A ∈ A(U,M).

Ïóñòü Q � íåêîòîðûé, âîçìîæíî ÷àñòè÷íûé, àâòîìàò. ×åðåç [Q] îáî-
çíà÷èì àâòîìàò, ïîëó÷åííûé èç Q, îòîæäåñòâëåíèåì âñåõ ñîñòîÿíèé, ïî-
ðîæäàþùèõ îäèí è òîò æå ìàðêåð è äàëüíåéøåé äåòåðìèíèçàöèåé: åñëè
qu = q1 è qu = q2 äëÿ íåêîòîðîãî u, òî îòîæäåñòâëÿåì ñîñòîÿíèÿ q1 è q2.
Ïðè ýòîì ìîæåò áûòü äâà ñëó÷àÿ. Åñëè Q � ôðàãìåíò íåêîòîðîãî àâ-
òîìàòà C ∈ A(U,M), òî [Q] � äåòåðìèíèðîâàííûé àâòîìàò è ôðàãìåíò
àâòîìàòà C. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, B = [Q] � íåäåòåðìèíèðîâàííûé, ò.å.
äëÿ íåêîòîðîãî åãî ñîñòîÿíèÿ b è âõîäà x íàéäóòñÿ òàêèå ñîñòîÿíèÿ b1, b2

è âûõîäû y1, y2, y1 6= y2, ÷òî b(x, y1) = b1 6= b(x, y2) = b2. Àâòîìàò [Q]
íàçîâåì çàìûêàíèåì Q ïî ìàðêåðàì.

×åðåç Mx îáîçíà÷èì ïîäìíîæåñòâî âñåõ òåõ ìàðêåðîâ u, äëÿ êîòîðûõ
u = (x, y), y ∈ Y , à ÷åðåç rx � ìîùíîñòü ýòîãî ïîäìíîæåñòâà. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé A ∈ A(U,M).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ôðàãìåíò Q ýòàëîíà. Ñîñòîÿíèÿ q è h ýòîãî
ôðàãìåíòà íàçûâàþòñÿ ñîâìåñòèìûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî âõîäíîãî ñëî-
âà p êàê òîëüêî λQ(q, p) è λQ(h, p) îïðåäåëåíû, òî îíè ðàâíû. Ïóñòü σ
� îòíîøåíèå ñîâìåñòèìîñòè ñîñòîÿíèé ôðàãìåíòà. Èçâåñòíî, ÷òî ãîìî-
ìîðôèçì ϕ ôðàãìåíòà Q â àâòîìàò èç A(U) ïîðîæäàåò íà ñîñòîÿíèÿõ
ôðàãìåíòà êîíãðóåíòíîñòü η ⊆ σ ïî ïðàâèëó: (q, h) ∈ η, åñëè ϕ(q) = ϕ(h),
è íàîáîðîò âñÿêàÿ êîíãðóåíòíîñòü íà ñîñòîÿíèÿõ ôðàãìåíòà ïîðîæäàåò
ãîìîìîðôèçì åãî â íåêîòîðûé àâòîìàò èç A(U). Ïóñòü rank η � ÷èñëî
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êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè êîíãðóåíòíîñòè η.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü n < r èëè rx < r äëÿ âñåõ x. Àâòîìàò Q ÿâëÿåò-

ñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ýòàëîíà A ∈ A(U,M) îòíîñèòåëüíî A(U,M) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà [Q]/ε = A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òî
Q � ôðàãìåíò ýòàëîíà. Åñëè Q � ôðàãìåíò íåêîòîðîãî àâòîìàòà B ∈ A,
òî A � ôðàãìåíò ýòîãî àâòîìàòà è A = B. Ïîýòîìó Q � ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü B = [Q], B/ε 6= A è Q � ïðåäñòàâëåíèå ýòàëîíà îòíîñèòåëü-
íî A. Òîãäà B � ôðàãìåíò ýòàëîíà è ÷àñòè÷íûé àâòîìàò. Äîîïðåäåëèì
åãî ïîëàãàÿ δB(b, x) = b äëÿ âñåõ (b, x), íå âõîäÿùèõ â îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ. Ïóñòü n < r. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x è ëþáî-
ãî b, äëÿ êîòîðîãî λB(b, x) íå îïðåäåëåíî, ìîæíî âûáðàòü ñâîé îñîáûé
yb ∈ Y è ïîëîæèòü λB(b, x) = yb òàê, ÷òîáû (x, yb) ïîðîæäàëîñü òîëüêî
ýòèì ñîñòîÿíèåì. Ïîëó÷åííûé âñþäó îïðåäåëåííûé àâòîìàò îáîçíà÷èì
C. Ðàññìîòðèì àâòîìàò D = C/ε. Åñëè D 6= A, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî B
� ôðàãìåíò D, ïîëó÷àåì, ÷òî B, à,çíà÷èò, è Q íå ïðåäñòàâëåíèå. Åñëè
D = A, òî çàôèêñèðóåì ïàðó (b, x), äëÿ êîòîðîé λB(b, x) íå îïðåäåëå-
íî. Ïî ïîñòðîåíèþ ñîñòîÿíèå b â àâòîìàòå C íå èìååò ýêâèâàëåíòíûõ.
Òîãäà â àâòîìàòå D äóãó (d, (x, yb), h) çàìåíÿåì äóãîé (d, (x, y), h), ãäå
(x, y) 6∈ ΦA. Â ñèëó n < r òàêàÿ ïàðà (x, y) ñóùåñòâóåò. Ïîëó÷åííûé àâ-
òîìàò îáîçíà÷èì H. Ïî ïîñòðîåíèþ B � ôðàãìåíò àâòîìàòà H/ε. Ýòîò
àâòîìàò îòëè÷åí îò A, âõîäèò â A è, ñëåäîâàòåëüíî, B íå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíèåì. Ïîýòîìó è Q íå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü òåïåðü rx < r äëÿ âñåõ x è n = r ≥ 2. Ïîêàæåì, ÷òî â àâ-
òîìàòå B ñóùåñòâóþò òàêèå ñîñòîÿíèÿ b1, b2 è âõîäíîé ñèìâîë x′, ÷òî
λB(b1, x

′) 6= λB(b2, x
′). Åñëè ýòè ñîñòîÿíèÿ è âõîä x′ íå ñóùåñòâóþò, òî ÷òî

âñå ñîñòîÿíèÿ àâòîìàòà B ÿâëÿþòñÿ ñîâìåñòèìûìè, σ ÿâëÿåòñÿ êîíãðóåí-
öèåé è B/σ èìååò îäíî ñîñòîÿíèå. Åñëè B/σ ÷àñòè÷åí, òî äîîïðåäåëÿåì
åãî ïîëàãàÿ b(x, y) = b, ãäå b � åäèíñòâåííîå åãî ñîñòîÿíèå, (x, y) 6∈ M è
(b, x) íå âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ýòîãî àâòîìàòà. Ïîëó-
÷àåì, ÷òî äîîïðåäåëåííûé â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè àâòîìàò B/σ îòëè÷åí
îò A, âõîäèò â A(U,M) è, ïîýòîìó, B íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíèåì.
Ïîýòîìó âûøåóêàçàííûå ñîñòîÿíèÿ â B ñóùåñòâóþò.

Äîîïðåäåëèì àâòîìàò B äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ñíà÷àëà, åñëè δB(b, x) íå
îïðåäåëåíî, òî ïîëàãàåì b(x, y) = b1, ãäå (x, y) 6∈ M . Â ñèëó íåðàâåíñòâà
rx < r òàêàÿ ïàðà ñóùåñòâóåò. Ïîëó÷åííûé àâòîìàò îáîçíà÷èì C. Çà-
òåì, åñëè δB(b, x) íå îïðåäåëåíî, òî ïîëàãàåì b(x, y) = b2, ãäå (x, y) 6∈ M .
Ïîëó÷åííûé àâòîìàò îáîçíà÷èì D. Åñëè δB(b0, p) = b è δB(b, x) íå îïðå-
äåëåíî, òî ïî ïîñòðîåíèþ λC(b0, pxx′) 6= λD(b0, pxx′). Ïîýòîìó C 6= D, C/ε
è D/ε âõîäÿò â A(U,M) è B � ôðàãìåíò ýòèõ àâòîìàòîâ. Ïîýòîìó B �
íå ïðåäñòàâëåíèå. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå òåîðåìû 2 íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å.
n ≥ r è rx = r äëÿ íåêîòîðîãî x. Òîãäà ó ëþáîãî àâòîìàòà èç A(U,M)
èìååòñÿ íå áîëåå ÷åì r ñîñòîÿíèé, ýòîò êëàññ êîíå÷åí è n = r. Ïóñòü
Φ1

Q = ΦQ ∩ U .
Òåîðåìà 3. Ïóñòü r = n è rx = r äëÿ íåêîòîðîãî x. Àâòîìàò Q

ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ýòàëîíà A îòíîñèòåëüíî A(U,M) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1. Q � ôðàãìåíò ýòàëîíà,
2. Φ1

Q = Φ1
A,

3. íà ñîñòîÿíèÿõ ôðàãìåíòà [Q] ñóùåñòâóåò êîíãðóåíòíîñòü η ⊆ σ ñ
rank η = n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äëÿ ôðàãìåíòà Q âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ 1�3. Ïóñòü Q � ôðàãìåíò íåêîòîðîãî àâòîìàòà B ∈ A(U,M).
Òàê êàê rx = r äëÿ íåêîòîðîãî x, òî nB ≤ r. Óñëîâèå 2 âëå÷åò ðàâåíñòâî
nB = n0. Ïîñêîëüêó B ∈ A(U,M), òî [Q] òîæå ôðàãìåíò B. Èç óñëîâèÿ
3 âûòåêàåò, ÷òî A = B. Ñëåäîâàòåëüíî, Q � ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü Q � ïðåäñòàâëåíèå ýòàëîíà îòíîñèòåëüíî A(U,M). Ïîêàæåì,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1�3. Ïîñêîëüêó Q ïðåäñòàâëåíèå, òî 1 âûïîë-
íÿåòñÿ. Ïóñòü 2 íå âûïîëíÿåòñÿ. Â ñèëó óñëîâèÿ 1 Φ1

Q ⊂ ΦA è ñóùåñòâóåò
u ∈ ΦA − ΦQ. Ïóñòü au = b. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ n = r ≥ 2. Ïðåîáðàçóåì
ýòàëîí ïîëàãàÿ au = d, ãäå d 6= b. Â ñèëó ëåììû 3.2.14 èç [4] ïîëó÷àåì
àâòîìàò B íå ðàâíûé ýòàëîíó, B/ε ∈ A(U,M), B/ε 6= A è, çíà÷èò, Q �
íå ïðåäñòàâëåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå 2 âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 3 è, êðîìå êîíãðóåíòíîñòè η,
ïîðîæäåííîé ãîìîìîðôèçìîì ôðàãìåíòà Q â ýòàëîí, ñóùåñòâóåò äðóãàÿ
êîíãðóåíòíîñòü γ, ïðè÷åì rank η = rank γ = n. Òàê êàê γ 6= n, òî [Q]/η =
A 6= B = [Q]/γ. Åñëè B âñþäó îïðåäåëåí, òî B/ε âõîäèò â A(U,M),
îòëè÷åí îò A è, ñëåäîâàòåëüíî, Q � íå ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü àâòîìàò B ÷àñòè÷åí. Ïî óñëîâèþ 2 è îïðåäåëåíèþ B Φ1
A ⊆

Φ1
B. Ïîñêîëüêó n = r = rx äëÿ íåêîòîðîãî x, òî nB = n. Ïóñòü δB(b, x) íå

îïðåäåëåíî äëÿ íåêîòîðîãî x. Â ñèëó ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ, ýòàëîí ìî-
æåò ïîðîæäàòü íå áîëåå n− 1 ïàð âèäà (x, y), ãäå y ∈ Y . Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò (x, y) ∈ U − Φ1

A. Ïîëàãàåì b(x, y) = b. Òàêèì ñïîñîáîì àâòî-
ìàò B ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü âî âñþäó îïðåäåëåííûé àâòîìàò C. Ôðàã-
ìåíò [Q] èíèöèàëüíî ñâÿçåí, ïîýòîìó èíèöèàëüíî ñâÿçíû àâòîìàòû B è
C. Â àâòîìàòå Q êàæäûé ìàðêåð èç M ïîðîæäàåòñÿ íå áîëåå ÷åì îäíèì
ñîñòîÿíèåì. Òàê êàê nB = r, òî àâòîìàò B ïðåîáðàçîâàòü â C ìîæíî
òàêèì îáðàçîì, ÷òî â C êàæäûé ìàðêåð ïîðîæäàåòñÿ íå áîëåå ÷åì îä-
íèì ñîñòîÿíèåì. Ïî ïîñòðîåíèþ ΦA 6= ΦC . Ñëåäîâàòåëüíî, àâòîìàò C/ε,
îòëè÷åí îò ýòàëîíà, âõîäèò â A(U,M). Ïîýòîìó Q � íå ïðåäñòàâëåíèå,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî 3 âûïîëíÿåòñÿ.
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåîðåìû 2 è 3 âìåñòå äàþò êðèòåðèé, ïðè êîòîðîì ôðàãìåíò Q ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ýòàëîíà A ∈ A(U,M) îòíîñèòåëüíî A(U,M).
Ñëåäñòâèå 2.[6] Êîíòðîëüíûé ýêñïåðèìåíò äëÿ A ∈ A(U,M) îòíî-

ñèòåëüíî A(U,M) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â êàæäîì
öèêëå ãðàôà ýòàëîíà èìååòñÿ îòìå÷åííîå ñîñòîÿíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü â êàæäîì öèêëå ýòàëîíà èìååòñÿ
îòìå÷åííîå ñîñòîÿíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî W âñåõ ñëîâ èç λA äëèíû
2n è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äðåâîâèäíûé àâòîìàò Q ñ λQ = W . Â Q
êàæäîå ñîñòîÿíèå q ëèáî ÿâëÿåòñÿ âèñÿ÷èì, ëèáî δQ(q, x) îïðåäåëåíî äëÿ
âñåõ x. Ïóñòü q âèñÿ÷åå è q0w = q. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ñëîâà w1, w2,
÷òî w = w1, w2, ñîñòîÿíèå a = a0w1 ýòàëîíà îòìå÷åíî, ñëîâî w2 íå ïóñòî
è åãî äëèíà íå ïðåâîñõîäèò n. Êðîìå òîãî a0w3 = a äëÿ íåêîòîðîãî ñëîâà
w3 äëèíû íå áîëüøåé n − 1. Ñîñòîÿíèå q0w3 è q0w1 ïîðîæäàþò îäèí è
òîò æå ìàðêåð, δQ(q0w3, p) îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ âõîäíûõ ñëîâ p äëèíû
n + 1. Ïîýòîìó â Q ñîñòîÿíèå q0w3 è q îòîæäåñòâëÿþòñÿ è ñîñòîÿíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèþ q âèñÿ÷èì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïîýòîìó àâòîìàò [Q]
âñþäó îïðåäåëåí è [Q]/ε = A. Â ñèëó òåîðåì 2 è 3 ôðàãìåíò Q ÿâëÿåòñÿ
ïðåäñòàâëåíèåì.

Ïóñòü òåïåðü â ýòàëîíå èìååòñÿ öèêë, íå ñîäåðæàùèé îòìå÷åííûõ
ñîñòîÿíèé, ò.å. a0w1 = a è aw2 = a, äëÿ íåêîòîðûõ w1 è íåïóñòîãî w2,
à äëÿ âñåõ íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ w ñëîâà w2 ñîñòîÿíèå aw íå îòìå÷åíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ x rx < r, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåîðåìû 2.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî íàòóðàëüíîå k ≤ 1 è ïóñòü l = d1 + kd2 ,
ãäå di � äëèíà ñëîâà wi äëÿ i = 1, 2 . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Wk âñåõ
ñëîâ èç λA äëèíû l è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ôðàãìåíò Q. Èç ñêàçàííîãî
âûøå ñëåäóåò, ÷òî â çàìûêàíèè B = [Q] ñîñòîÿíèå b = b0w1w

k
2 ÿâëÿåòñÿ

âèñÿ÷èì. Ïîýòîìó àâòîìàò [Q]/ε èìååò âèñÿ÷åå ñîñòîÿíèå è íå ðàâåí ýòà-
ëîíó. Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû 2, ôðàãìåíò Q íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì.
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ k ≥ 1 ìíîæåñòâî Wk êîíòðîëüíûì ýêñïåðèìåí-
òîì íå ÿâëÿåòñÿ. Ïîýòîìó êîíòðîëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ íå ñóùåñòâóåò.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà A ∈ A(U,M) è A = A(U,M).
Òåîðåìà 4. Ôðàãìåíò Q ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ýòàëîíà îòíî-

ñèòåëüíî A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Q � ôðàãìåíò ýòàëîíà è
âûïîëíÿåòñÿ õîòü îäíî èç óñëîâèé:
1. [Q] � ÿâëÿåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì;
2. rx = r è çàìûêàíèå íåäîîïðåäåëåíî ïî x äëÿ íåêîòîðîãî x è äëÿ âñåõ
êîíãðóåíöèé η íà ñîñòîÿíèÿõ çàìûêàíèÿ rank η > r.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Q � ôðàãìåíò ýòàëîíà è âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1. Èç îïðåäåëåíèÿ çàìûêàíèÿ ïî ìàðêåðàì ñëåäóåò,
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÷òî åñëè [Q] íåäåòåðìèíèðîâàíî, òî â Q ñóùåñòâóþò ñîñòîÿíèÿ q1, q2,
ïîðîæäàþùèå îäèí è òîò æå ìàðêåð, è âõîäíîå ñëîâî p, äëÿ êîòîðîãî
λQ(q1, p) 6= λQ(q2, p). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ñîñòîÿíèÿ íåñîâìåñòèìû è äëÿ
ëþáîãî ãîìîìîðôèçìà ϕ ôðàãìåíòà Q â àâòîìàò B ∈ A(U) ñîñòîÿíèÿ
ϕ(q1), ϕ(q2) ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå ìàðêåð è íå ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòî-
ìó B ∈ A(U,M) è Q � ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Q � íå ïðåäñòàâ-
ëåíèå, ò.å. Q � ôðàãìåíò íåêîòîðîãî àâòîìàòà B ∈ A(U,M), îòëè÷íî-
ãî îò ýòàëîíà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ψ ýòîãî ôðàãìåíòà â B.
Ïî óñëîâèþ 2 äëÿ íåêîòîðîãî âõîäà x rx = r è [Q] íåäîîïðåäåëåí ïî
x. Òîãäà nB = r è äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãîìîìîðôèçìó ψ êîíãðóåíöèè
η rank η = r, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2. Èç ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî
Q ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü òåïåðü Q � ïðåäñòàâëåíèå. ßñíî, ÷òî Q � ôðàãìåíò ýòàëîíà.
Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ õîòü îäíî èç óñëîâèé 1, 2. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå, ÷òî îáà ýòèõ óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþòñÿ. Òîãäà çàìûêàíèå B = [Q]
ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì àâòîìàòîì. Åñëè B âñþäó îïðåäåëåí, òî
B/ε ∈ A(U,M) è Q íå ïðåäñòàâëåíèå. Ïóñòü B ÷àñòè÷åí è δB(b, x) íå
îïðåäåëåíî. Åñëè rx < r, òî ñóùåñòâóåò (x, y) 6∈ M . Ïîëàãàåì b(x, y) = b.
Òàêèì îáðàçîì äîîïðåäåëèì B è ïîëó÷àåì âñþäó îïðåäåëåííûé àâòîìàò
C, äëÿ êîòîðîãî C/ε ∈ A(U,M). Òîãäà Q íå ïðåäñòàâëåíèå. Åñëè æå ñó-
ùåñòâóåò êîíãðóåíòíîñòü η, äëÿ êîòîðîé rank η ≤ R, òî àâòîìàò C = B/η
èìååò íå áîëåå r ñîñòîÿíèé. Ïîýòîìó, åñëè C íåäîîïðåäåëåí ïî x, òî äëÿ
êàæäîãî åãî ñîñòîÿíèÿ c ìîæíî âûáðàòü ñâîþ îñîáóþ ïàðó (x, y) è ïîëî-
æèòü c(x, y) = c. Ïîëó÷èì âñþäó îïðåäåëåííûé àâòîìàò D, äëÿ êîòîðîãî
D/ε ∈ A(U,M) è B � ôðàãìåíò D/ε. Ïîýòîìó Q íå ïðåäñòàâëåíèå, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Òåîðåìû 4�2 äàþò êðèòåðèé, ïðè êîòîðîì ôðàãìåíò ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèåì ýòàëîíà A ∈ A(U) îòíîñèòåëüíî A(U,M).

Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ A ∈ A(U,M) îòíîñèòåëüíî
A(U,M) êîíòðîëüíûé ýêñïåðèìåíò âñåãäà ñóùåñòâóåò. Äåéñòâè-
òåëüíî, òàê êàê A ∈ A (U,M), òî â íåì ñóùåñòâóþò ñîñòîÿíèÿ
a1, a2, ïîðîæäàþùèå îäèí è òîò æå ìàðêåð u è λ(a1, p) = q1 6= q2 =
λ(a2, p). Ïóñòü a1 = a0w1 è a2 = a0w2. Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî 4 ñëîâà
{w1u,w1(p, q1), w2u,w2(p, q2)} ÿâëÿþòñÿ êîíòðîëüíûì ýêñïåðèìåíòîì.
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