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1. Введение

Рассматривается задача расшифровки функций в рамках точ-
ной модели расшифровки при помощи запросов на значение функ-
ции [1, 2]. Эта задача состоит в следующем. Имеется учитель, кото-
рый загадывает функцию из некоторого известного класса. Имеется
ученик (алгоритм расшифровки), который задает учителю блок во-
просов. Каждый вопрос — это значение аргумента функции. Учитель
в ответ сообщает значения загаданной функции на данных вопросах.
По полученным в ответ результатам ученик формирует следующий
блок вопросов и передает их учителю, и процесс итеративно продол-
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жается до тех пор пока ученик полностью не разгадает загаданную
функцию. Сложность расшифровки — это количество заданных во-
просов, а параллельная сложность расшифровки — это количество
заданных блоков. Если функции из загадываемого класса зависят
от большого числа переменных, но известно, что загаданнная функ-
ция зависит существенно от малого числа переменных, и сложность
расшифровки зависит от числа существенных переменных (даже ес-
ли это число неизвестно ученику) и слабо зависит от общего чис-
ла переменных (это число всегда известно ученику), то говорят об
параметро-эффективной расшифровке.

Мы рассматриваем задачу параллельной параметро-эффективной
расшифровки псевдо-булевских функций в рамках точной модели
расшифровки при помощи запросов на значение функции.

Рассмотрим такую псевдо-булевскую функцию, что если она при-
нимает одно и то же значение на двух сравнимых наборах � < �, то
она принимает то же значение и на любом наборе 
, таком что � <

 < �. Такие функции будем называть интервально-постоянными и
обозначать класс таких функций через ICF. Список подклассов ICF
включает в себя псевдо-булевские монотонные функции [3] и разби-
вающие функции [4, 5]. Отсюда следует, что он также содержит класс
булевских монотонных функций и некоторые другие классы, описа-
ние которых дано в разделе 2.2.

Настоящее исследование базируется на результатах П. Дамаш-
ке [6] и В. Осокина по расшифровке булевских монотонных функций
и псевдо-булевских разбивающих функций соответственно [7]. Класс
ICF является естественным обобщением обоих классов функций. Мы
считаем, что свойство из определения ICF является ключевым свой-
ством, позволившим П. Дамашке построить параметро-эффективный
параллельный алгоритм расшифровки монотонных функций [6]. В
настоящей работе предложено обобщение алгоритмов расшифровки
монотонных булевских функций и расшифровки разбивающих функ-
ций, которое расшифровывает ICF параметро-эффективно и имеет
небольшую параллельную сложность. Доказаны нижние оценки, по-
казывающие, что для некоторых подклассов ICF наш алгоритм име-
ет и оптимальную по порядку сложность, и оптимальную по порядку
параллельную сложность.
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Отрицательной стороной полученного алгоритма является то, что
в общем случае он не является оптимальным для подклассов ICF,
которые могут быть расшифрованы (не параметро-эффективно) за
менее чем 2n запросов на значение функции в худшем случае. В част-
ности, Ж. Ансель показал, что монотонные функции могут быть рас-
шифрованы при помощи всего лишь по порядку 2n√

n
запросов на зна-

чение функции в худшем случае [8]. В общем случае ни алгоритм
П. Дамашке, ни наш алгоритм не является оптимальным для моно-
тонных функций. В связи с этим получен параметро-эффективный
(но не параллельный) алгоритм расшифровки ICF и доказана его
оптимальность на нескольких подклассах ICF, включая класс булев-
ских монотонных функций.

Неполный список исследований, проведенных в рамках моде-
ли точной расшифровки при помощи запросов на значение функ-
ции, но не рассматривающих ни задачу параметро-эффективной рас-
шифровки, ни задачу параллельной расшифровки, включает в се-
бя [2, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17].

Некоторые общие результаты по сложности параметро-эффектив-
ной (но не параллельной) расшифровки в модели точной расшиф-
ровки при помощи запросов на значение функции получены в [18].
И. Вегенер и др. [19] получили точные оценки сложности параметро-
эффективной расшифровки некоторых классов булевских функций в
этой модели.

Параллельная (но не параметро-эффективная) расшифровка в
модели точной расшифровки при помощи запросов на значение
функции исследовалась в [20]. Наконец, параллельная параметро-
эффективная расшифровка в этой модели рассматривалась в работах
П. Дамашке [6, 21, 22].

В большинстве упомянутых работ рассматривается расшифров-
ка булевских функций. В настоящей работе исследована задача па-
раллельной параметро-эффективной расшифровки псевдо-булевских
функций. Основные свойства псевдо-булевских функций описаны
в [23]. Некоторые классы псевдо-булевских функций описаны в [3].

Параметро-эффективная расшифровка (иначе, расшифровка
хунт) исследовалась в рамках нескольких моделей стимулирующе-
го обучения и обучения с учителем. Параметро-эффективный алго-
ритм расшифровки пороговых функций в рамках модели ограничен-
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ной ошибки стимулирующего обучения предложен в [24]. Впослед-
ствии различные аспекты параметро-эффективной расшифровки бы-
ли рассмотрены в [18, 25]. Пассивное обучение с учителем, то есть
расшифровка по случайной выборке обычно изучается в рамках мо-
дели, получившей название вероятно примерно точной (РАС) модели
обучения [26]. Параметро-эффективная расшифровка по случайной
равномерно распределенной выборке в РАС модели является откры-
той проблемой [27]. Для ознакомления с недавними результатами по
пассивной расшифровке хунт см. [28, 29, 30]. Параллельная расшиф-
ровка рассматривалась в [20, 31, 32].

Среди направлений, близких к рассматриваемому направлению
расшифровки функций, можно выделить теорию тестового распозна-
вания [33, 34].

Автор выражает благодарность д.ф.-м.н. проф. Гасанову Э.Э. за
постановку задачи и помощь в работе.

2. Основные понятия

2.1. Базовые определения

Пусть Vn = {x1, . . . , xn} — множество булевских переменных. В
соответствии с [33] будем называть множество {0, 1}Vn = {f : Vn →
{0, 1}} n-мерным булевым кубом над переменными x1, . . . , xn.

Элементы {0, 1}Vn будем называть фиксациями переменных из Vn.
Рассматривая функции с переменными из Vn, будем считать, что мно-
жество Vn некоторым образом упорядочено. В таком случае мы будем
также понимать фиксацию � ∈ {0, 1}Vn как набор � = (�1, . . . , �n),
где �i = �(xi). Мы будем i-ю компоненту фиксации � обозначать че-
рез �i. Для фиксаций � = (�1, . . . , �n) и � = (�1, . . . , �n) пишем �∘�,
∘ ∈ {⩾,⩽,=}, если для любого i ∈ {1, 2, . . . , n} выполнено �i ∘ �i.
Пишем � < � (� > �), если � ⩽ � (� ⩾ �) и � ∕= �. Если для двух
фиксаций � и � либо � ⩾ �, либо � ⩾ �, то мы называем фиксации
� и � сравнимыми.

Подмножество {0, 1}Vn , состоящее из фиксаций, фиксирующих в
точности i переменных в Vn единицами, i ∈ {1, . . . , n}, будем называть
i-м слоем булевого куба {0, 1}Vn . Слой с номером [n2 ] назовем средним

слоем куба {0, 1}Vn .
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Если � ∈ {0, 1}Vn , xi ∈ Vn и a ∈ {0, 1}, то через �xi←a обозначим
такую фиксацию переменных из Vn, что �xi←a(xj) = �(xj) для всех
j ∕= i и �xi←a(xi) = a. Другими словами, фиксация �xi←a присваива-
ет те же значения всем переменным из Vn, как и фиксация � с тем
исключением, что она присваивает значение a переменной xi. Пере-

становкой фиксации � будем называть фиксацию, соответствующую
произвольной перестановке компонент набора �.

Псевдо-булевской функцией над Vn называется отображение f :
{0, 1}Vn → ℕ, где ℕ есть множество натуральных чисел. Будем го-
ворить, что функция f присваивает значение a фиксации �, если
f(�) = a. Переменная xi ∈ Vn называется существенной перемен-

ной функции f : {0, 1}Vn → ℕ, если существует такая фиксация
� ∈ {0, 1}Vn , что f(�) ∕= f(�

xi←�(xi)
). Если xi — существенная пе-

ременная, будем говорить, что f существенно зависит от xi.

Частичной фиксацией � переменных из Vn будем называть отоб-
ражение из Vn в {0, 1, ∗}. Будем говорить, что переменная x ∈ Vn фик-

сирована частичной фиксацией �, если �(x) ∕= ∗. Пусть W ⊆ Vn –—
переменные, фиксированные частичной фиксацией �. Пусть � — ча-
стичная фиксация переменных из некоторого множества V ⊆ Vn, со-
держащего Vn−W , такая что � фиксирует все переменные из Vn−W .
Тогда через �/� обозначим фиксацию переменных из Vn, которая со-
гласуется с � на всех переменных, фиксированных �, и согласуется с
� на остальных переменных.

Рассмотрим частичную фиксацию � переменных из Vn, которая
не фиксирует в точности переменные изW ⊆ Vn. Пусть G = {�/�∣� ∈
{0, 1}Vn}. Множество G ⊆ {0, 1}Vn будем называть гранью куба, за-

даваемой частичной фиксацией �. Будем говорить, что фиксация �
порождает G и что переменные в W являются G-не фиксированны-

ми. Обозначим фиксацию �/1 через 1G, а фиксацию �/0 через 0G, где
1 и 0 — фиксации, соответствующие единичному и нулевому наборам
соответственно. Неформально, 1G и 0G — наибольшая и наименьшая
фиксации в G. Если G ⊆ {0, 1}Vn — это грань минимальной мощно-
сти, содержащая фиксации � и �, �, � ∈ {0, 1}Vn , то будем говорить,
что G задана фиксациями � и �. Очевидно, если � и � сравнимы,
например � ⩾ �, то 1G = � и 0G = �, где G — грань, задаваемая
фиксациями � и �.
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Пусть V ⊆ Vn и � — частичная фиксация переменных из Vn,
которая не фиксирует в точности переменные из V . Тогда для f :
{0, 1}Vn → ℕ обозначим через f� функцию над {0, 1}V , такую что
f�(�) = f(�/�) для всех � ∈ {0, 1}V . Функция f� называется проек-

цией f , задаваемой частичной фиксацией �.
Будем писать g(n) = ō(1), если lim

n→∞
g(n) = 0; A(n) = ō(B(n)),

если A(n) = B(n) ⋅ ō(1). Скажем, что A(n) асимптотически не пре-

восходит B(n) при n → ∞ и обозначим A ≲ B (или B ≳ A), если
существует g(n) = ō(1) такое, что начиная с некоторого номера n0,
A(n) ⩽ (1 + g(n)) ⋅ B(n). Если A ≲ B и B ≲ A, то будем говорить,
что A и B асимптотически равны при n → ∞ и обозначать A ∼ B.
Будем писать A(n) ≼ B(n) (или B(n) ≽ A(n)), если существует та-
кая положительная константа c, что, начиная с некоторого номера
n0, A(n) ⩽ c ⋅B(n). Если A ≼ B и B ≼ A, то будем говорить, что A и
B равны по порядку при n→ ∞ и обозначать A ≍ B.

2.2. Классы функций, рассматриваемые в работе

В рамках данного исследования мы используем следующие обо-
значения для классов функций. Пусть Φ — некоторый класс функций.
Тогда Φn ⊆ Φ есть подкласс, состоящий из функций от n перемен-
ных x1, . . . , xn; Φk,n ⊆ Φn есть подкласс, состоящий из функций от
n переменных x1, . . . , xn, существенно зависящих не более чем от k
переменных; Φ=n ⊆ Φn есть подкласс, состоящий из функций от n
переменных x1, . . . , xn, существенно зависящих от всех n своих пере-
менных.

Пусть f : {0, 1}Vn → ℕ — псевдо-булевская функция. Если для
любых фиксаций �, �, 
 ∈ {0, 1}Vn , таких что � > 
 > � из f(�) =
f(�) следует, что f(�) = f(
), то будем называть f интервально-

постоянной. Другими словами, если такая функция присваивает од-
но и то же значение двум сравнимым наборам, то она присваивает то
же значение любому набору из грани, задаваемой этими двумя набо-
рами. Класс всех таких функций будем обозначать через ICF (interval

constant functions).
Рассмотрим такую псевдо-булевскую функцию, что если она при-

сваивает одно и то же значение двум произвольным фиксациями,
то она присваивает то же значение любой фиксации из грани, за-
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даваемой этими двумя фиксациями. Такие функции будем назы-
вать разбивающими функциями [4, 5] и обозначать соответствующий
класс как SPL (splitting functions). Очевидно, что класс интервально-
постоянных функций содержит класс разбивающих функций, то есть
SPL ⊂ ICF.

Рассмотрим такую псевдо-булевскую функцию, что для любых
двух фиксаций � и � из того, что � ⩽ � следует, что f(�) ⩽ f(�).
Такие функции будем называть псевдо-булевскими монотонными

функциями [3] и обозначать соответствующий класс через PM. Оче-
видно, что класс ICF содержит класс псевдо-булевских монотонных
функций, то есть PM ⊂ ICF. Класс булевских монотонных функций
обозначим через M, M ⊂ PM. Фиксацию � ∈ {0, 1}Vn будем называть
верхним нулем функции f ∈ Mn, если f(�) = 0 и f(�) = 1 для лю-
бой фиксации � > �. Аналогично � является нижней единицей, если
f(�) = 1 и f(�) = 0 для любой фиксации � < �.

Симметрическая функция, зависящая от всех своих перемен-
ных — это функция, присваивающая одно и то же значение любым
перестановкам произвольной фиксации. Функция с несущественны-
ми переменными является симметрической, если ее проекция, зада-
ваемая фиксацией, фиксирующей в точности ее существенные пе-
ременные, является симметрической функцией. Класс всех симмет-
рических интервально-постоянных функций будем обозначать через
SICF. Класс симметрических интервально-постоянных функций с не
более чем c+1 различными значениями обозначим через SICFc. Под-
множество SICF, состоящее из булевских монотонных функций, на-
зовем множеством пороговых функций и обозначим через THR [19].
Рассмотрим булевскую функцию, являющуюся дизъюнкцией некото-
рых своих переменных. Класс таких функций будем обозначать через
OR [19]. Очевидно, OR ⊂ THR.

Очевидно, пересечение классов псевдо-булевских монотонных
функций и псевдо-булевских разбивающих функций не пусто и не
совпадает ни с одним из этих классов. В некотором смысле ICF (наря-
ду с псевдо-булевскими монотонными функциями) может пониматься
как естественное псевдо-булевское обобщение класса булевских моно-
тонных функций.

Псевдо-булевская функция над {0, 1}Vn , Vn = {x1, . . . , xn} называ-
ется 2-разделяющей, если существует такая перестановка (i1, . . . , in),
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что для переменных y1 = xi1 , . . . , yn = xin выполнено: a) если yi не
является существенной, то yj не является существенной при j > i; b)
если переменная y2i−1 является существенной и � — частичная фик-
сация, фиксирующая �(y2i−1) = 1, то проекция f� не зависит от пере-
менной yj при j > 2i− 1; c) если переменная y2i является существен-
ной и � — частичная фиксация, фиксирующая �(y2i−1) = �(y2i) = 0,
то проекция f� не зависит от переменной yj при j > 2i. Класс Φ функ-
ций будем называть 2-разделяющим, если для любых n, k ∈ ℕ класс
Φk,n содержит 2-разделяющую функцию с k существенными перемен-
ными. Далее показано, что классы булевских монотонных функций
и разбивающих функций являются 2-разделяющими.

2.3. Используемая модель расшифровки

Описываемое исследование проведено в рамках модели точной

расшифровки при помощи запросов на значение функции [1, 2]. В этой
модели функция f от n переменных задана при помощи черного ящи-
ка и задача ученика (алгоритма расшифровки) состоит в том, чтобы
расшифровать f , то есть полностью восстановить ее таблицу значе-
ний. Чтобы расшифровать загаданную функцию, алгоритм расшиф-
ровки может делать запросы на значение функции, то есть подавать
произвольные наборы из {0, 1}Vn черному ящику. Алгоритм расшиф-
ровки подает запросы блоками, учитель одновременно отвечает на все
вопросы из одного блока. В стандартной постановке алгоритм рас-
шифровки должен расшифровать загаданную функцию, использовав
но возможности наименьшее число запросов на значение функции. В
параллельной постановке алгоритм расшифровки должен минимизи-
ровать число блоков, требуемых для расшифровки [6].

В работе исследуется сложность расшифровки в худшем случае.
В разделе 2.4 даны точные определения сложности алгоритмов рас-
шифровки и классов функций. Будем говорить, что алгоритм рас-
шифровки класса Φ является эффективным на Φ, если его слож-
ность на Φn не более чем полиномиальна по n. Алгоритм является
параметро-эффективным на Φ, если сложность алгоритма на Φk,n

как функция от k и n зависит от n не более чем логарифмически. [25].

Отечественные исследователи впервые рассматривали задачу рас-
шифровки в 60-е годы XX века [2]. В англоязычной литерату-
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ре модель точной расшифровки была предложена Д.Англуин в
конце 1980-х. Из многих типов вопросов учителю, предложенных
Д.Англуин, наибольшее развитие получили запросы на значение
функции и запросы на эквивалентность функций. Учитель, который
может отвечать на оба типа запросов, был даже назван минималь-

но адекватным учителем. Учитель, рассматриваемый в настоящий
работе наряду с многими другими работами не отвечает на запросы
на эквивалентность функций. Более того, такой учитель не позволя-
ет эффективно расшифровывать классы ICF, PM, SPL, M. Несмотря
на это, такая модель позволяет строить параллельные параметро-
эффективные алгоритмы для всех подклассов ICF, рассмотренных в
разделе 2.2.

2.4. Сложность расшифровки

Пусть Φ — некоторый класс псевдо-булевских функций. Будем
говорить, что алгоритм расшифровывает класс Φ, если для любого
n ∈ ℕ он расшифровывает любую функцию из Φn при условии, что
он получает n в виде входного параметра. Обозначим множество ал-
горитмов расшифровки класса Φ через A(Φ). Любой элемент множе-
ства A(Φ) можно понимать и как единичный алгоритм, получающий
n на вход, и как последовательность алгоритмов, такую что n-й ал-
горитм последовательности расшифровывает функции из Φn. Такое
определение удобно при рассмотрении асимптотического поведения
сложности алгоритмов расшифровки.

Пусть '(A, f) — это число запросов на значение функции, тре-
буемое алгоритму A для расшифровки функции f . Будем называть
'(A, f) сложностью алгоритма A на функции f . Положим

'(Φ, n) = min
A∈A(Φ)

max
f∈Φn

'(A, f).

Заметим, что здесь используется min, а не inf, поскольку число
алгоритмов расшифровки функций из Φn конечно. Будем называть
величину '(A,Φ) = max

f∈Φ
'(A, f) сложностью алгоритма A на клас-

се Φ. Функцию '(Φ, n) назовем сложностью расшифровки Φ. Если
сложность алгоритма A на Φn по порядку равна сложности расшиф-
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ровки Φ при n → ∞, будем говорить, что алгоритм A оптимальный

на Φ.
Положим, что

'(Φ, n, k) = min
A∈A(Φ)

max
f∈Φk,n

'(A, f).

Заметим, что '(Φ, n) = '(Φ, n, n). Функцию '(Φ, n, k) будем назы-
вать сложностью параметро-эффективной расшифровки класса Φ.
Если сложность алгоритма A на Φk,n по порядку равна сложности
параметро-эффективной расшифровки Φ при n, k → ∞, будем гово-
рить, что алгоритм A является оптимальным параметро-эффектив-

ным на Φ.
Пусть 'p(A, f) — это число блоков запросов на значение функ-

ции, требуемых алгоритму A для расшифровки функции f . Величину
'p(A, f) будем называть параллельной сложностью алгоритма A на

функции f . Величину 'p(A,Φ) = max
f∈Φ

'p(A, f) назовем параллельной

сложностью алгоритма A на классе Φ.
Обозначим Aq(Φ, n, k) = {A ∈ A(Φ) : '(A,Φk,n) ⩽ q}.
Положим

'p(Φ, n, k, q) = min
F∈Aq(Φ,n,k)

max
f∈Φk,n

'p(F, f).

3. Основные результаты

Теорема 1. Пусть Φ ⊆ ICF, A ∈ A(Φ) и для некоторой функции

 (n) выполнено '(A,Φn) ≼  (n) при n → ∞. Тогда существует

такой алгоритм расшифровки A′ ∈ A(Φ), что '(A′,Φk,n) ≼ k log n+
∑k

i=1  (i) при n, k → ∞.

Теорема 2. Имеют место следующие асимптотические неравен-

ства

'(OR, n, k) ≳ k log
n

k
, '(M, n, k) ≳ k log

n

k
+

√

2

�

2k√
k
,

'(SPL, n, k) ≳ max(k log(n− k + 1), 2k)

при n, k → ∞.
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Теорема 3. Имеют место следующие асимптотические равенства

∙ '(ICF, n, k) ≍ '(PM, n, k) ≍ '(SPL, n, k) ≍ k log n + 2k при

n, k → ∞,

∙ '(M, n, k) ≍ k log n+ 2k√
k

при n, k → ∞,

∙ ∀c = const '(SICFc, n, k) ≍ '(THR, n, k) ≍ '(OR, n, k) ≍ k log n
при n→ ∞ и log k = o(log n).

Теорема 4. Пусть Φ ⊆ ICF. Существует такой алгоритм A ∈
A(Φ), что '(A,Φk,n) ≼ k log n + 2k при n, k → ∞ и 'p(A,Φ

k,n) ≼ k
при n, k → ∞.

Теорема 5. Пусть Φ ⊆ ICF — 2-разделяющий класс. Тогда для лю-

бого A ∈ A(Φ) выполнено '(A,Φk,n) ≽ k log n при n, k → ∞. Ес-

ли для некоторого A ∈ A(Φ) выполнено '(A,Φk,n) ≼ k log n, то

'p(A,Φ
k,n) ≽ k при k → ∞, где Φ ∈ ICF,PM,SPL,M.

Другими словами, любой оптимальный на Φk,n алгоритм рас-
шифровки из A(Φ) имеет параллельную сложность на Φk,n, боль-
шую или равную k по порядку при n → ∞ и 2k ≼ k log n, где
Φ ∈ ICF,PM,SPL,M.

Теорема 6. Для k, n ∈ ℕ и произвольной константы c > 2, такой

что 2k < ( c2 − 1)k log n, выполнено

'p(Φ, n, k, c ⋅ k log n) ≍ k

при k, n→ ∞, где Φ ∈ ICF,PM,SPL,M.

Последняя теорема есть следствие теорем 4 и 5 и утверждает, что
алгоритм из теоремы 4 имеет минимальную по порядку параллель-
ную сложность на Φk,n среди всех оптимальных на Φk,n алгоритмов
из A(Φ) при n→ ∞ и 2k ≼ k log n, где Φ ∈ ICF,PM,SPL,M.

4. Нижние оценки сложностей расшифровки

подклассов ICF

Рассмотрим два широко используемых метода получения нижних
оценок сложностей расшифровки классов функций при помощи за-
просов на значение функции.
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Предположим, что Ψ — некоторый класс псевдо-булевских функ-
ций от n переменных и что общее число различных значений функ-
ций из Ψ не превосходит m, m ∈ ℕ. Тогда сложность на Ψn любого
алгоритма расшифровки Ψ не меньше logm(∣Ψ∣). Это следует из то-
го факта, что если некоторый алгоритм расшифровывает некоторую
функцию из Ψn, сделав менее чем s запросов на значение функции,
то результатами работы этого алгоритма могут быть не более чем
ms различных функций. Отсюда ms ⩾ ∣Ψ∣ и s ⩾ logm(∣Ψ∣). Ниж-
ние оценки, полученные при помощи этого метода, будем называть
мощностными нижними оценками.

Второй метод является конструктивным, он заключается в по-
строении алгоритма ответов на запросы на значение функции, игра-
ющего роль учителя и отвечающего на запросы любого алгоритма
расшифровки из A(Ψ). Отвечая на запросы алгоритма A расшиф-
ровки, он пытается выбирать ответы таким образом, чтобы максими-
зировать общее число запросов, которое должен сделать алгоритм A,
чтобы расшифровать загаданную функцию. Нижние оценки, полу-
ченные при помощи этого метода, будем называть конструктивными

нижними оценками.

4.1. Дизъюнкции переменных

Описанный метод получения мощностных нижних оценок может
быть использован, например, чтобы мгновенно получить нижнюю
оценку сложности параметро-эффективной расшифровки класса OR.
В самом деле,

(

n
k

)

функций из ORk,n существенно зависят от k пере-
менных. Отсюда сложность расшифровки OR не меньше [log

(

n
k

)

] >
k log n

k
. В [19] показано, что сложность параметро-эффективной рас-

шифровки OR асимптотически равна k log n
k

при k = o(n), n → ∞.

Заметим, что если известны существенные переменные функции
из OR, то известна и сама функция. Отсюда по крайней мере k log n

k

запросов на значение функции требуется в худшем случае только
для того, чтобы расшифровать существенные переменные функции
из ORk,n.
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4.2. Булевские монотонные функции

Перейдем к получению мощностной нижней оценки сложности
параметро-эффективной расшифровки класса булевских монотонных
функций. Хорошо известно, что сложность расшифровки M равна
(

n
[n
2
]

)

+
(

n
[n
2
]+1

)

[8], в некотором смысле более полное описание алго-

ритма Анселя можно найти в [13]. Заметим, что это значение асимп-

тотически равно 2
√

2
�

2n√
n

при n→ ∞.

Лемма 1. Имеет место асимптотическое неравенство

'(M, n, k) ≳ k log
n

k
+

√

2

�

2k√
k

при n, k → ∞.

Доказательство. Хорошо известно, что ∣Mk∣ ⩾ 2
( k

[ k2 ]). Ограничим
число ∣M=k∣ монотонных функций, каждая из которых существенно
зависит от k переменных.

Пусть �, �, 
 — это три произвольных набора из среднего слоя
k-мерного булевого куба {0, 1}Vk . Пусть поэлементная дизъюнкция
этих трех наборов есть единичный набор: � ∨ � ∨ 
 = (1, 1, . . . , 1).
Рассмотрим множество M ′ монотонных функций от k переменных,
такое что для любой функции из M ′ наборы �, �, 
 являются ниж-
ними единицами этой функции, и все нижние единицы этой функ-
ции принадлежат среднему слою. Заметим, что функции из M ′ су-
щественно зависят от всех k своих переменных. В самом деле, пере-
менной достаточно содержаться в по крайней мере одной конъюнкции
минимальной ДНФ монотонной функции, чтобы быть существенной
переменной этой функции. Но три конъюнкции, соответствующие
нижним единицам �, �, 
 по определению содержат все k перемен-

ных. Понятно, что мощность M ′ равна 2
( k

[k2 ])−3. Поскольку каждая
функция из M ′ существенно зависит от всех k своих переменных, мы

получаем, что ∣M=k∣ ⩾ ∣M ′∣ = 2
( k

[ k2 ])−3. Значит, имеет место нера-

венство ∣Mk,n∣ ⩾ 2
( k

[ k2 ])−3(n
k

)

. Логарифмируя, получаем неравенство

'(M, n, k) > log
(

n
k

)

+
(

k
[ k
2
]

)

− 3. Используя хорошо известное неравен-

ство для биномиальных коэффициентов (n
k
)k ⩽

(

n
k

)

⩽ (n⋅e
k
)k и асимп-
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тотическое равенство для центральных биномиальных коэффициен-

тов
(

k
k
2

)

∼
√

2
�

2k√
k
, k → ∞, получаем утверждение леммы.

Заметим, что асимптотически второе слагаемое из оценки в лем-
ме 1 всего лишь в два раза меньше сложности '(M, k) расшифровки
M при k → ∞. Как будет далее показано, число запросов на значение
функции из первого слагаемого необходимо только для расшифров-
ки существенных переменных функций из Mk,n (даже если алгоритм
расшифровки заранее знает k).

4.3. Разбивающие функции

В разделе будет получена конструктивная нижняя оценка слож-
ности параметро-эффективной расшифровки разбивающих функций.
Мы покажем, что для любого алгоритма A ∈ A(SPL) число запро-
сов на значение функции, необходимое в худшем случае только для
расшифровки существенных переменных функции из SPLk,n асимп-
тотически не меньше k log(n− k + 1) при n, k → ∞.

Лемма 2. Имеет место асимптотическое неравенство

'(SPL, n, k) ≳ k log(n− k + 1) при n, k → ∞.

Доказательство этой леммы приведено в [7, лемма 1].

Теорема 2 сразу следует из доказанных нижних оценок.

5. Нижняя оценка параллельной сложности

параметро-эффективной расшифровки 2-

разделяющих подклассов ICF

Напомним, что псевдо-булевская функция над {0, 1}Vn , Vn =
{x1, . . . , xn} называется 2-разделяющей, если существует такая пе-
рестановка (i1, . . . , in), что для переменных y1 = xi1 , . . . , yn = xin
выполнено

– если yi не является существенной, то yj не является существен-
ной при j > i,
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– если переменная y2i−1 является существенной и � — частичная
фиксация, фиксирующая �(y2i−1) = 1, то проекция f� не зави-
сит существенно от переменной yj при j > 2i− 1;

– если переменная y2i является существенной и � — частичная
фиксация, фиксирующая �(y2i−1) = �(y2i) = 0, то проекция f�
не зависит существенно от переменной yj при j > 2i.

В последующих рассуждениях полагаем, что k четное. Рассуж-
дения в случае нечетного k аналогичны. Пусть f — 2-разделяющая
функция от n переменных с k существенными переменными, без огра-
ничения общности будем считать, что y1 = x1, . . . , yn = xn. Для
s ⩽ k/2 обозначим через afs значение функции f на любом наборе
�, таком что �(x1) = 0, �(x2) = 1, . . . , �(x2s−3) = 0, �(x2s−2) = 1 и

�(x2s−1) = 1; через bfs обозначим значение функции f на любом на-
боре �, таком что �(x1) = 0, �(x2) = 1, . . . , �(x2s−3) = 0, �(x2s−2) = 1
и �(x2s−1) = 0, �(x2s) = 0. Пусть cf обозначает значение функции f
на любом наборе �, таком что �(x1) = 0, �(x2) = 1, . . . , �(xk−1) = 0,
�(xk) = 1.

Класс функций Φ является 2-разделяющим, если для любых
n, k ∈ ℕ класс Φk,n содержит 2-разделяющую функцию с k суще-
ственными переменными. Покажем, что классы SPL и M являются
2-разделяющими (следовательно, классы PM и ICF также являются
2-разделяющими).

Рассмотрим такие конъюнкции C1, . . . , Ck, что
⎧













⎨













⎩

C1 = x1, C2 = x1x2, C
′
2 = x1x2;

C3 = C ′2x3, C4 = C ′2x3x4, C
′
4 = C ′2x3x4;

. . .

Cj−1 = C ′j−2xj−1, Cj = C ′j−2xj−1xj , C
′
j = C ′j−2xj−1xj,

j ⩽ k, j четное.

Рассмотрим разбивающую функцию f ∈ SPLk,n от переменных
Vn = {x1, . . . , xn} с существенными переменными x1, . . . , xk, такую
что f(Cj) = j для любых j ∈ {1, . . . , k}, f(C ′k) = k + 1. Очевидно, f
является 2-разделяющей и потому класс SPL также является 2-раз-
деляющим.
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Теперь рассмотрим монотонную функцию f(x1, . . . , xn) = x1 ∨
x2(x3 ∨ x4(x5 ∨ x6(. . . (xk−1 ∨ xk)))) [6]. Функция f является 2-раз-
деляющей и потому M является 2-разделяющим классом.

В оставшейся части раздела полагаем, что задан 2-разделяющий
класс Φ. Рассмотрим 2-разделяющую функцию f(y1, . . . , yn) из Φk,n

с k существенными переменными x1, . . . , xk. Рассмотрев биективные
отображения множества {x1, . . . , xk} на любые другие подмножества
{y1, . . . , yn} мощности k, получаем

(

n
k

)

− 1 новых 2-разделяющих
функций из Φ, которые отличаются лишь выбором существенных пе-
ременных. Далее мы описываем алгоритм ответов на запросы на зна-
чение функции, который для любого алгоритма расшифровки гене-
рирует функцию из этого класса, такую что алгоритм расшифровки
имеет на ней большую параллельную сложность.

Мы последовательно предъявим алгоритмы для трех случаев. В
первом случае учитель получает запросы на значение функции один
за другим и должен сразу же отвечать на каждый запрос (алго-
ритм C1). Во втором случае учитель получает один большой блок
запросов (алгоритм C2). В третьем случае мы не накладываем ника-
ких ограничений на то, как подаются запросы на значение функции,
то есть третий случай является общим случаем (алгоритм C3). Пред-
лагаемые алгоритмы являются обобщениями алгоритмов, приведен-
ных в [7].

Нам понадобится понятие текущей пары расшифровываемых пе-

ременных. Предполагается, что в любой момент времени существует
пара переменных xi−1, xi, i четное, такая что все переменные с ин-
дексами меньше i− 1 уже расшифрованы, и алгоритм расшифровки
не имеет никакой информации о других существенных переменных
кроме той, что они не совпадают с уже расшифрованными существен-
ными переменными.

5.1. Алгоритм C1, последовательно отвечающий на
каждый запрос на значение функции

Изначально алгоритм расшифровки A не имеет никакой инфор-
мации о существенных переменных загадываемой функции.

Когда A подает первый набор � на значение функции, отвечаем
af1 , если запрос содержит больше единиц, чем нулей, и bf1 иначе. В пер-
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вом случае алгоритм A узнает только то, что �(x1) = 1, то есть что
переменная x1 находится среди единиц набора �. Во втором случае
A узнает, что �(x1) = 0 и �(x2) = 0, то есть что и x1, и x2 находятся
среди нулей набора �. Заметим, что в худшем для нас (то есть для
алгоритма C1 ответов на запросы на значение функции) случае ал-
горитм расшифровки A сузил множество возможных вариантов для
переменных x1 и x2 вдвое, подав запрос �. При этом A не получил
никакой информации о переменных x3, . . . , xk.

С новыми запросами на значение функции поступаем аналогич-
ным образом. Рассмотрим множество компонент очередного запроса
на значение функции, которые все еще могут соответствовать суще-
ственным переменным x1 и x2. Если число единиц в этом множестве
превосходит число нулей, отвечаем af1 , иначе отвечаем bf1 . Если это
множество не содержит ни двух нулей, ни двух единиц, выбираем
любые два элемента этого множества; пусть число единичных компо-
нент равно i1, а число нулевых компонент равно i2, i1, i2 ∈ {1, . . . , n}.
Тогда полагаем, что i1-я компонента соответствует переменной x1,
i2-я компонента соответствует переменной x2 и что переменные x1
и x2 расшифрованы. К настоящему моменту алгоритм A сделал как
минимум [log n] запросов на значение функции и он до сих пор не име-
ет никакой информации по переменным x3, . . . , xn. Начинаем прятать
переменные x3 и x4 таким же образом, как прятали x1 и x2: если мно-
жество компонент вновь поданного запроса содержит больше единиц,
чем нулей среди компонент, не соответствующих ни i1, ни i2, отвечаем
af2 , иначе отвечаем bf2 .

Мы отвечаем на все остальные запросы аналогичным образом с
одним исключением: если переменные xi−1 и xi являются текущими
расшифровываемыми переменными и для вновь поданного запроса �
либо �(xj−1) = 1, либо �(xj−1) = �(xj) = 0, j < i − 1, j четное, то
значение загадываемой функции уже определено на этом запросе, и
мы используем это значение для ответа на запрос.

На этом описание первого алгоритма ответов на запросы завер-
шено. Заметим, что этот алгоритм заставляет любой алгоритм рас-
шифровки сделать как минимум [k2 ][log(n − k)] запросов на значе-
ние функции: алгоритм расшифровки должен сделать как минимум
[log n] запросов, чтобы расшифровать переменные x1 и x2, как ми-
нимум [log(n − 2)] запросов, чтобы расшифровать x3 и x4 и так да-
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лее. Отсюда если алгоритм расшифровки всего делает N запросов
на значение функции, он расшифровывает не более чем [2 N

log(n−k) ]
существенных переменных.

Мы доказали следующую лемму.

Лемма 3. Для любого 2-разделяющего класса Φ существует алго-

ритм ответов на запросы на значение функции, такой что любой

алгоритм A ∈ A(Φ) расшифровывает не более чем [2 N
log(n−k) ] пере-

менных, сделав N запросов на значение функции.

Свойство алгоритма C1 из леммы будем называть «2s переменных
за s log n запросов».

Используя алгоритм C1 для ответа на запросы на значение функ-
ции, нам приходится раскрывать две существенные переменные по-
сле подачи примерно log n запросов. На самом деле, все что требуется
для того, чтобы успешно прятать две переменные — это выбрать два
равных столбца в матрице запросов. Если эти столбцы необходимо
выбирать на лету (то есть по мере появления новых запросов), то в
худшем для нас случае мы можем получить столбцы длины не более
log n. С другой стороны, если мы получаем матрицу запросов в виде
одного большого блока и если N ≫ log n, то мы можем выбрать на-
много более длинные столбцы. Более точно, если блок состоит из N
запросов на значение функции, то можно использовать как минимум
3
4N запросов этого блока, чтобы прятать две существенные перемен-
ные, не раскрывая никакой информации об остальных существенных
переменных. Этот факт является ключевым для алгоритма C2, к опи-
санию которого мы переходим.

5.2. Алгоритм C2, отвечающий на блок запросов

Этот алгоритм имеет доступ сразу ко всем N запросам на зна-
чение функции. Согласно границе Плоткина [35] в любой булевской
матрице размера N × n, N < n

2 , существует два столбца, таких что

расстояние Хэмминга между ними не превосходит N
2 . Заметим, что

асимптотически указанное свойство выполняется даже если убрать
ограничение N < n

2 . Выберем такие два столбца в блоке (матри-
це) поданных алгоритмом расшифровки запросов. Рассмотрим тот
из этих двух столбцов, что имеет больше единиц, чем нулей среди
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отличающихся компонент этих двух столбцов. Переменную, соответ-
ствующую этому столбцу, обозначим через x1, переменную, соответ-
ствующую второму столбцу, обозначим через x2.

Напомним, что наша задача — сопоставить значение создаваемой
2-разделяющей функции f с k существенными переменными каждой
строке матрицы запросов. Положим f(�) = af1 , если �(x1) = 1 и

f(�) = bf1 , если �(x1) = 0 и �(x2) = 0. Если �(x1) = 0 и �(x2) = 1,
то временно не будем присваивать значение запросу �. Очевидно,
алгоритм расшифровки может получить какую-либо информацию о
других существенных переменных только при помощи запросов �,
таких что �(x1) = 0 и �(x2) = 1. По построению в матрице запросов
имеется не более чем [N4 ] таких строк.

Выберем в матрице запросов столбцы, соответствующие перемен-
ным x3 и x4, таким образом, что информация о существенных пе-
ременных вне множества {x1, x2, x3, x4} может содержаться только в

[N
42
] запросах (строках) этой матрицы. Для этого полагаем f(�) = af2

для любого непомеченного (f(�) ∕= af1 и f(�) ∕= bf1) запроса �, тако-

го что �(x3) = 1, и f(�) = bf2 для любого непомеченного запроса �,
такого что �(x4) = 0.

Продолжая но аналогии, можно выбрать столбцы, соответствую-
щие очередной паре переменных (xi−1, xi), i четное, таким образом,
что множество запросов, которое дает какую-либо информацию алго-
ритму расшифровки о переменных xj, j > i, j ⩽ k, уменьшается как
минимум в 4 раза после такого выбора. Другими словами, мы умень-
шаем множество запросов на значение функции, которые могут дать
новую информацию алгоритму расшифровки, как минимум в 4 раза.
Отсюда следует, что когда будет выбрано 2m столбцов (переменных),
останется лишь N

4m непомеченных запросов. Заметим, что если булев-
ская матрица с n столбцами имеет менее log n строк, то в ней имеется
как минимум два равных столбца. Значит, необходимо найти такое
m, что N

4m < log n. Имеем 4m > N
logn , 2m > log N

logn . Отсюда после

раскрытия [log N
logn ] переменных подматрица матрицы запросов, со-

стоящая из еще не помеченных запросов, имеет как минимум два
равных столбца. Сопоставление очередной пары существенных пе-
ременных этим двум столбцам заканчивает построение функции f .



448 В. В. Осокин

Очевидно, всего алгоритм расшифровки может расшифровать не бо-
лее чем [log N

logn ] + 2 существенных переменных функции f .
Мы доказали следующую лемму.

Лемма 4. Для любого 2-разделяющего класса Φ существует такой

алгоритм ответов на запросы на значение функции, что любой ал-

горитм A ∈ A(Φ) расшифровывает не более чем [log N
logn ] + 2 суще-

ственных переменных, подав блок из N > 2 log n запросов.

Свойство алгоритма C2 из леммы будем называть «log s перемен-
ных за s log n запросов».

5.3. Алгоритм C3, позволяющий получить нижнюю
оценку в общем случае

Перейдем к основной задаче — построению алгоритма C3 ответов
на запросы, который заставляет любой «близкий к оптимальному»
алгоритм расшифровки функций из произвольного 2-разделяющего
класса подавать достаточно много блоков запросов на значение функ-
ции, чтобы расшифровать функцию, загадываемую алгоритмом от-
ветов на запросы. Алгоритм C3 объединяет свойства алгоритмов C1

и C2.
Из лемм 3 и 4, то есть из свойства алгоритма C1 ответов на запро-

сы отдавать «2s переменных за s log n запросов» и свойства алгорит-
ма C2 отдавать «log s переменных за s log n запросов», следует, что
алгоритм C3 мог бы использовать следующий подход: пользуемся ал-
горитмом C1, пока не встретили достаточно большой блок. На этом
блоке используем C2. Затем снова используем C1, пока не встретим
очередной достаточно большой блок, на котором снова используем
C2, и так далее.

Теперь дадим формальное описание алгоритма C3.
Нам понадобится определение внутренней части блока. Пусть ал-

горитм расшифровки последовательно подает 3 блока: B1, B2 и B3.
Рассмотрим ситуацию, в которой мы хотим на блоке B1 использовать
алгоритм C1, на блоке B2 — C2, а на блоке B3 — снова C1 (предпо-
лагаем, что мощности этих блоков позволяют так сделать). Будем
последовательно (в порядке их следования в блоке) отвечать на за-
просы из B1. Когда C1 закончит свою работу на B1, у нас останется
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текущая пара переменных, которая до конца не раскрыта алгорит-
му расшифровки. Поэтому, используем необходимое число первых
наборов из блока B2, чтобы «доотдать» текущую пару переменных.
К оставшимся наборам блока B2 применим алгоритм C2. При этом
когда C2 будет заканчивать свою работу, то есть когда число непоме-
ченных наборов в блоке B2 станет меньшим, чем log n, мы не будем
использовать C2 на этих непомеченных наборах, а снова запустим
на них C1, после чего продолжим использовать C1 и на блоке B3.
Часть блока B2, на которой мы использовали алгоритм C2 ответов
на запросы, будем называть внутренней.

Алгоритм C3.

Повторяем в цикле:

– используем алгоритм C1, пока не получим от алгоритма рас-
шифровки блок, внутренняя часть которого больше 2 log n;

– окончательно раскрываем текущую пару переменных, исполь-
зуя первые наборы из этого блока. Используем алгоритм C2 для
наборов из внутренней части.

Теперь мы готовы сформулировать основную лемму.

Лемма 5. Пусть Φ — 2-разделяющий класс. Пусть k, n фиксирова-

ны и для алгоритма A ∈ A(Φ) выполнено '(A,Φk,n) ⩽ (1 + ")k log n
для некоторого " > 0. Тогда найдется константа � > 0, такая что

'p(A,Φ
k,n) ⩾ �k.

Доказательство этой леммы приведено в [7, лемма 4].

Неформально, лемма 5 показывает, что среди близких к опти-
мальным (в смысле обычной сложности) алгоритмов расшифровки
2-разделяющих функций не стоит искать алгоритмы с параллельной
сложностью, по порядку меньшей чем k: таких алгоритмов не суще-
ствует.

Теорема 5 сразу следует из леммы 5.
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6. Параметро-эффективные алгоритмы рас-

шифровки подклассов ICF

6.1. Условная расшифровка

Начнем с простого алгоритма, расшифровывающего произволь-
ные функции в ICF параметро-эффективно. По существу этот ал-
горитм последовательно производит обыкновенный бинарный поиск
каждой существенной переменной загаданной функции. Сначала за-
прашиваются наборы 0 и 1. Если f(0) = f(1), то загаданная функ-
ция есть константа, и алгоритм заканчивает свою работу. В против-
ном случае запрашивается произвольный набор � из среднего слоя
{0, 1}Vn . Если f(�) ∕= f(1), то определяем � как частичную фикса-
цию переменных из Vn, фиксирующую x единицей, если �(x) = 1, и
∗ иначе. Если f(�) = f(1) определим � как частичную фиксацию пе-
ременных из Vn, фиксирующую переменную x нулем, если �(x) = 0
и ∗ иначе. Очевидно, f� зависит от не более чем ]n2 [ переменных и
существенно зависит хотя бы от одной переменной. Повторяем опи-
санные действия для этой проекции. После не более чем log n шагов
мы получим проекцию загаданной функции, единственная перемен-
ная которой является существенной.

Теперь предположим, что расшифрованы некоторые существен-
ные переменные функции f . Пусть существует такая частичная фик-
сация переменных загаданной функции, что она фиксирует только
уже расшифрованные переменные и что полученная проекция суще-
ственно зависит хотя бы от одной переменной. Назовем такую фикса-
цию подходящей фиксацией расшифрованных переменных. Мы сно-
ва используем бинарный поиск, чтобы найти очередную существен-
ную переменную проекции, задаваемой этой частичной фиксацией.
Затем мы находим новую подходящую фиксацию, фиксирующую все
расшифрованные существенные переменные, и повторяем описанные
действия для соответствующей проекции. Если в какой-то момент
подходящая фиксация не существует, то загаданная функция уже
расшифрована, и алгоритм заканчивает свою работу.

Легко видеть, что сложность описанного алгоритма на Φk,n для
любого Φ ⊆ ICF не превосходит k log n+2k по порядку при n, k → ∞.
Интересно, что для некоторых подклассов ICF можно добиться мень-
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шей по порядку сложности. Чтобы убедиться в этом, докажем теоре-
му 1.

Доказательство. Вспомним, что предыдущий алгоритм использо-
вал полный перебор при поиске подходящей частичной фиксации.
Вместо полного перебора можно использовать алгоритм A. Точнее,
будем использовать алгоритм A для расшифровки проекции зага-
данной функции, задаваемой частичной фиксацией, которая при-
писывает ∗ всем расшифрованным существенным переменным и 1
всем остальным переменным. Снова используем алгоритма A, чтобы
расшифровать проекцию загаданной функции, задаваемую частич-
ной фиксацией, которая приписывает ∗ всем расшифрованным су-
щественным переменным и 0 всем остальным переменным. Если эти
две проекции равны как функции, мы делаем вывод, что все суще-
ственные переменные загаданной функции уже расшифрованы. Ина-
че пусть � — одна из фиксаций уже найденных существенных пере-
менных, на которой эти две проекции принимают разные значения.
Тогда частичная фиксация всех переменных, которая приписывает
�(x) переменной x, если x — уже расшифрованная существенная пе-
ременная, и ∗ иначе, является подходящей фиксацией.

Заметим, что если мы параметро-эффективно расшифровываем
класс Φ ⊆ SICF, то в качестве  (n) можно взять верхнюю оценку
сложности на Φ=n, а не на Φn. В самом деле, каждая из двух проек-
ций из приведенного выше доказательства либо зависит от всех сво-
их переменных, либо является константной функцией. Такой выбор
 (n) предпочтителен для многих подклассов SICF. К примеру, для
расшифровки функции из OR необходимо сделать n запросов на зна-
чение функции. Если же мы знаем, что функция из OR существенно
зависит от всех своих переменных, то функция полностью опреде-
лена, и запросы делать не требуется. Даже для всего класс SICF в
худшем случае требуется не более c log n запросов для расшифровки
функции из SICFn с c+1 различными значениями, если известно, что
все n переменных являются существенными. Для функций из THRn

требуется log n запросов.

Очевидно, описанный алгоритм не дает выигрыша при рассмот-
рении классов ICF, PM, SPL, поскольку  (n) по порядку не меньше
2n при n → ∞ для любого из этих классов. С другой стороны, ал-
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горитм Анселя [8] расшифровки класса M имеет сложность на Mn,

равную
(

n
[n
2
]

)

+
(

n
[n
2
]+1

)

. Несложно показать, что
∑k

i=1  (i) по порядку

не превосходит 2k√
k

при k → ∞. Вспоминая лемму 1, заключаем, что

описанный алгоритм оптимален для класса монотонных функций.
Если log k = o(log n), то наш алгоритм также является оптимальным
параметро-эффективным для классов SICFc, THR, OR. В [19] приве-
дены алгоритмы расшифровки THR, OR с более точными оценками
сложности. Преимущество нашего алгоритма заключается в его уни-
версальности.

Мы доказали теорему 3.

6.2. Практически безусловный (параллельный) алго-
ритм расшифровки

Использованный прием, вообще говоря, не работает, если пред-
принимается попытка минимизировать параллельную сложность
расшифровки некоторого класса Φ ⊂ ICF. Дело в том, что для эф-
фективного применения этого приема в случае параллельной рас-
шифровки требуется алгоритм, имеющий небольшую параллельную
сложность на Φn. Это не выполнено, например, в случае алгоритма
Анселя расшифровки монотонных функций: его параллельная слож-
ность сравнима с числом запросов на значение функции в худшем
случае.

В серии публикаций [6, 21, 22] П. Дамашке предъявляет
параметро-эффективный алгоритм расшифровки функций, имею-
щий небольшую параллельную сложность на Mk,n. Сложность его
алгоритма по порядку равна k log n+ 2k при n, k → ∞, а параллель-
ная сложность равна k по порядку при n, k → ∞. Лемма 11 из [6]
утверждает, что этот алгоритм является оптимальным параметро-
эффективным на M, но это утверждение ошибочно, как мы убеди-

лись выше (k log n + 2k по порядку не равно k log n + 2k√
k
). Далее мы

приводим обобщение алгоритма П.Дамашке, которое расшифровыва-
ет класс ICF и является оптимальным параметро-эффективным на
SPL, PM, ICF. Параллельная сложность на ICF этого алгоритма по
порядку равна k при n, k → ∞.
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В доказательстве следующей леммы используются идеи из дока-
зательства теоремы 4.1 из [21].

Лемма 6. Существует алгоритм SPLIT, который для любой функ-

ции f ∈ ICFn с по крайней мере одной существенной переменной

либо расшифровывает некоторую существенную переменную функ-

ции f , либо находит две частичных фиксации переменных из Vn,
таких что множества переменных задаваемых ими проекций не пе-

ресекаются и каждая проекция существенно зависит хотя бы от

одной переменной. Предполагается, что алгоритм получает на вход

n, f(0) и f(1). Алгоритм подает не более двух блоков запросов на

значение функций с суммарным количеством запросов, не превосхо-

дящим 3] log n[.

Доказательство. Без ограничения общности полагаем, что n — сте-
пень двойки. В противном случае добавляем фиктивные перемен-
ные таким образом, чтобы полученная функция f ′ была функцией
от n′ переменных, где n′ — степень двойки. Каждой переменной со-
поставим уникальную бинарную кодировку ее номера, то есть слово
b1, . . . , br, где r = log n. Если рассматривать эти слова как столбцы
матрицы, то полученная матрица A размера r× n не имеет одинако-
вых столбцов. Запрашиваем значения функции f на строках матри-
цы A и на их поэлементных отрицаниях в виде оного блока из 2 log n
запросов.

1) Предположим, что среди поданных запросов существует запрос
�, такой что f(�) ∕= f(0) и f(�) ∕= f(1). Рассмотрим частичную
фиксацию �1 переменных функции f , такую что �1(x) = 1 если
�(x) = 1 и �1(x) = ∗ иначе. Рассмотрим частичную фиксацию
�0 переменных функции f , такую что �0(x) = 0, если �(x) = 0
и �0(x) = ∗ иначе. Множества переменных функций f�1 и f�0 не
пересекаются и каждая из этих функций имеет но крайней мере
одну существенную переменную. Алгоритм SPLIT заканчивает
свою работу.

2) Предположим, что среди пар противоположных запросов суще-
ствует пара (�1, �2), такая что f(�1) = f(�2). Очевидно, либо
f(�1) ∕= f(1), либо f(�1) ∕= f(0). Без ограничения общности по-
лагаем, что f(�1) ∕= f(1). Рассмотрим частичную фиксацию �1
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переменных функции f , такую что �1(x) = 1 если �1(x) = 1 и
�1(x) = ∗ иначе. Рассмотрим частичную фиксацию �2 перемен-
ных функции f , такую что �2(x) = 1 если �2(x) = 1 и �2(x) = ∗
иначе. Множества переменных функций f�1 и f�2 не пересека-
ются и каждая из проекций существенно зависит хотя бы от
одной переменной. Алгоритм SPLIT заканчивает свою работу.

3) Без ограничения общности полагаем, что для каждой строки �
матрицы A выполнено равенство f(�) = f(1). В противном слу-
чае заменим все строки матрицы A, которым присвоено значе-
ние f(0), на противоположные. Определим матрицу B. положив
ее i-ю строку равной поэлементной конъюнкции первых i строк
матрицы A: Bi = A1& . . .&Ai. Подаем строки матрицы B в ви-
де одного блока запросов. Заметим, что набор Br имеет ровно
1 единичную компоненту.

а) Предположим, что среди строк матрицы B существует
строка �, такая что f(�) ∕= f(0) и f(�) ∕= f(1). Тогда алго-
ритм SPLIT находит две подходящие фиксации способом,
описанным в 1, и завершает свою работу.

б) Если f(Br) = f(1), то переменная, соответствующая этой
компоненте, является существенно переменной и алгоритм
SPLIT завершает свою работу. Теперь предположим, что
существует номер i, такой что f(Bi) = f(1) и f(Bi+1) =
f(0). Обозначим через G грань, задаваемую наборами Bi

и 0. Рассмотрим набор Bi&Bi+1 (то есть набор, проти-
воположный набору Bi+1 в грани G). По определению
Bi+1 = Bi&Ai+1. Отсюда Bi+1 и Ai+1 присваивают одно и
то же значение любой x, такой что Bi(x) = 1. Следователь-
но, противоположные наборы Bi+1 и Ai+1 также присваи-
вают одно и то же значение любой переменной x, такой что
Bi(x) = 1. Отсюда Bi&Bi+1 = Bi&Ai+1 ⩽ Ai+1. Вспомним,
что f(Ai+1) = f(0). Поскольку 0 ⩽ Bi&Bi+1 ⩽ Ai+1, мы за-
ключаем, что f(Bi&Bi+1) = f(0). Рассмотрим частичную
фиксацию �1 переменных функции f , такую что �1(x) = 1
если (Bi&Bi+1)(x) = 1, �1(x) = 0 если Bi(x) = 0 и �1(x) = ∗
иначе. Рассмотрим частичную фиксацию �2 переменных
функции f , такую что �2(x) = 1 если Bi+1(x) = 1, �2(x) = 0
если Bi(x) = 0 и �2(x) = ∗ иначе. Множества переменных
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функций f�1 и f�2 не пересекаются и каждая из проекций
существенно зависит хотя бы от одной переменной. Алго-
ритм SPLIT завершает свою работу.

Лемма доказана.

Лемма 7. Существует алгоритм LEARN_VARS, который для лю-

бой функции f ∈ ICFn с k существенными переменными расшифро-

вывает некоторое число k′ существенных переменных функции f ,
1 ⩽ k′ ⩽ k, подав для этого не более чем 6k′] log n[ запросов на зна-

чение функции в виде не более чем 2k′ блоков. Мы полагаем, что

алгоритм получает на вход n, f(0) и f(1).

Доказательство. Алгоритм является рекурсивным. Запускаем
SPLIT на всем булевом кубе {0, 1}Vn . Если он возвращает две частич-
ные фиксации, запускаем LEARN_VARS на гранях, соответствую-
щих этим частичным фиксациям. Иначе добавляем расшифрованную
переменную в ответ.

Работу описанного алгоритма можно представить в виде бинар-
ного дерева с k′ концевыми вершинами. В каждой концевой вершине
LEARN_VARS расшифровывает одну (уникальную) существенную
переменную загаданной функции. В остальных вершинах он находит
пару подходящих проекций загаданной функции. В каждой вершине
LEARN_VARS делает не более чем 3] log n[ запросов в виде не бо-
лее чем 2 блоков. Учитывая бинарность дерева, получаем, что всего
алгоритм делает не более 6k′] log n[ запросов на значение функции в
виде не более чем 2k′ блоков. Лемма доказана.

Перейдем к описанию алгоритма расшифровки функций из ICF.
Сначала запрашиваются f(0) и f(1) в виде одного блока. Запускаем
LEARN_VARS, чтобы расшифровать k1 ⩽ k существенных перемен-
ных загаданной функции f ∈ ICFk,n, сделав не более чем 6k1] log n[
запросов в виде не более чем 2k1 блоков. Затем используем полный
перебор, чтобы найти подходящую частичную фиксацию, фиксирую-
щую найденные существенные переменные. Полный перебор подает
2k1 запросов в виде одного блока. Если подходящая фиксация не су-
ществует, то загаданная функция расшифрована. Иначе повторяем
описанные действия для проекции, задаваемой найденной частичной



456 В. В. Осокин

фиксацией, и расшифровываем следующие k2 существенные перемен-
ные. Поскольку

∑

i ki = k, мы заключаем, что всего требуется не

более чем 6k] log n[+
∑k

j=1 2
j запросов в виде 3k + 1 блоков.

Мы доказали теорему 4.

Теорема 6 следует из теорем 4 и леммы 5.
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