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1. Введение

Основной задачей теории синтеза управляющих систем (cм., на-
пример, [1, 2, 3]) является изучение вопросов оптимальной струк-
турной реализации дискретных функций и, в частности, функций
алгебры логики (ФАЛ) или, иначе, булевских функций в различ-
ных классах схем. Во многих случаях схема, вычисляющая заданную
функцию, подвергается дальнейшей «геометрической» реализации,
то есть вложению в некоторую геометрическую структуру. При этом
критерием оптимальности схемы, как правило, является не ее «обыч-
ная» сложность, а функционал, отражающий минимальную размер-
ность геометрической структуры, в которую данную схему удалось
вложить. Основными классами схем, в которых обычно реализуют-
ся ФАЛ, являются контактные схемы и схемы из функциональных
элементов (СФЭ) [1], а в последнее время — двоичные решающие
диаграммы (BDD) [4]. В качестве структур, в которых происходит
геометрическая реализация схем, выступают, как правило, 2-х и 3-х
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мерные прямоугольные решетки (ℕ2 и ℕ
3) [5], клеточные схемы [6, 7],

гиперкуб, или, иначе, единичный булев куб [8].

Имеется большое число работ посвященных вложениям графов
в различные геометрические структуры (см., например, [9, 10, 11]).
Так, исследовано вложение одномерных (линейка, кольцо) [12] и дву-
мерных (решетка, тор) [13] структур параллельных программ в ре-
гулярные структуры. В работах [14, 15, 16], например, получены
оценки некоторых параметров прямоугольных решеток, допускаю-
щих вложение в них гиперкубов, и рассмотрена проблема вложения
n-мерного куба в прямоугольные решетки с 2n вершинами.

Исследование вопросов сложности реализации алгоритмов уклад-
ки на 2-х мерную прямоугольную решетку (ℕ2) различных дере-
вьев имеет ярко выраженное практическое значение. Архитектура
2-х мерной прямоугольной решетки хорошо подходит для моделиро-
вания различных алгоритмов, а укладки различных деревьев на нее
могут быть полезны в области синтеза схем, химии и нанотехноло-
гиях. Так, например, в [17] исследованы вложения некоторых реали-
зованных на плоскости планарных графов, применяемых в химии, в
кубические решетки с сохранением или же удвоением всех расстоя-
ний.

В настоящей работе рассматривается задача алгоритмизации про-
цесса укладки различных видов деревьев на 2-х мерную прямоуголь-
ную решетку (ℕ2). Рассматриваются две меры сложности укладки:
суммарная длина ребер при укладке и площадь укладки. Предложе-
ны несколько алгоритмов укладки, применимые к разным классам
деревьев и имеющих разные соотношения длины и площади уклад-
ки. Все предложенные алгоритмы оптимальны по порядку для обеих
мер сложности, а один из них асимптотически оптимален по площади
укладки.

Автор выражает глубокую благодарность научному руководите-
лю д.ф.-м.н., профессору Э.Э. Гасанову за постановку задачи и под-
держку при ее решении, а также А.П. Пивоварову за оказанную по-
мощь в работе.
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2. Основные понятия и формулировка ре-

зультатов

Дано множество ℕ
2 — всевозможные пары (x, y), где x, y ∈ ℕ —

множество натуральных чисел. Пары (x, y) ∈ ℕ
2 назовем коорди-

натами. Множество ℕ
2 будем называть координатной сеткой, она

представляет собой прямоугольную решетку, ячейки которой есть ко-
ординаты (x, y).

Рассмотрим граф G = {V,W}, где V = {v1, v2, . . . , vn} — множе-
ство вершин графа, V (2) — множество двухэлементных подмножеств
V , W ⊆ V (2) — множество ребер.

Укладкой графа G = {V,W} на плоскость будем называть отоб-
ражение ' : V → ℕ

2, которое сопоставляет вершинам данного графа
некоторые координаты (x, y) ∈ ℕ

2, причем разным вершинам соответ-
ствуют разные координаты, то есть отображение множества вершин
на плоскость является инъективным. Через Φ(G) обозначим множе-
ство всех укладок графа G.

Пусть дан граф G = {V,W} и задана его укладка ', введем сле-
дующие характеристики.

Длиной ребра w = (v1, v2) графа G, при укладке ' будем называть
величину

L('(w)) = ∣x2 − x1∣+ ∣y2 − y1∣,

где (x1, y1) и (x2, y2) координаты вершин v1 и v2 ребра w, соответ-
ственно.

Длина укладки ' графа G есть сумма длин всех уложенных ребер
графа при данной укладке '

L('(G)) =
∑

w∈W
L('(w)).

Площадь укладки ' графа G есть площадь минимального прямо-
угольника, содержащего все вершины уложенного графа, такого, что
стороны прямоугольника параллельны осям координат сетки, а левая
нижняя точка совпадает с началом координат (0, 0). Обозначается
S('(G)).
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Минимальной длиной укладки графа будем называть величину

L(G) = min
'∈Φ(G)

L('(G)).

Поскольку длины укладок графа являются натуральными числа-
ми, то минимум достигается, и укладку, на которой минимум дости-
гается, будем называть минимальной укладкой графа G.

Укладывая граф в прямоугольник (1× ∣V ∣) получаем минималь-
но возможную площадь графа, равную мощности множества его вер-
шин ∣V ∣.

Обозначим Φ(G, l) = {' ∈ Φ(g) : L('(G)) ⩽ l}, то есть это множе-
ство укладок графа G, длина которых не больше l.

Минимальной площадью укладки графа для длины l будем назы-
вать величину

S(G, l) = min
'∈Φ(G,l)

S('(G)).

Деревом называется любой ациклический граф. Вершина дере-
ва называется листом (или висячей вершиной), если степень ее ин-
цидентности равна единице. Корневым деревом называется дерево с
выделенной вершиной. Расстояние между вершинами v1 и v2 дерева
есть количество ребер в пути, соединяющем v1 и v2. Радиусом дере-
ва с корнем будем обозначать максимальное расстояние от корневой
вершины дерева до какого-либо листа.

n-ичным деревом будем называть дерево у которого степень ин-
цидентности корневой вершины не более n, а степень инцидентности
остальных вершин не более n+ 1.

Полным n-ичным деревом будем называть дерево у которого сте-
пень инцидентности корневой вершины равна n, степень инцидент-
ности висячих вершин равна единице, а остальные вершины имеют
степень инцидентности n + 1, и расстояние между корневой верши-
ной и любой из висячих одинаково, и соответственно равно радиусу
дерева.

Обозначим через Dr
n — полное n-ичное дерево радиуса r.

Теорема 1. Для любого натурального r выполнено

N − 1 ⩽ L(Dr
2) <

23

16
⋅N,
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N ⩽ S(Dr
2, 23N/16) <

9

4
⋅N,

где N = 2r+1−1 — число вершин в полном бинарном дереве радиуса r.

Теорема 2. Для любых натуральных n и r выполнено

N − 1 ⩽ L(Dr
n) < n ⋅N,

N ⩽ S(Dr
n, n ⋅N) <

n

n− 1
⋅N,

где N = nr+1−1
n−1 — число вершин в полном n-ичном дереве радиуса r.

Теорема 3. Для любого натурального n, любого n-ичного дерева D
и любого параметра C > n+ 1 выполнено

N − 1 ⩽ L(D) ⩽ c1 ⋅N − c2 ⋅
√
N,

N ⩽ S(D, c1 ⋅N − c2 ⋅
√
N) ⩽ N + c3

√
N,

где N — число вершин в дереве D, c1 = (C + 1)(4 + 12
C−(n+1)) + c2,

c2 =
4C

√
n+2

1+
√
n+1−

√
n+2

, c3 = 3(C + 1).

3. Класс полных бинарных деревьев

Введем некоторые вспомогательные определения.
Для положительного вещественного числа a через ]a[ обозначим

наименьшее целое, не меньшее чем a.
Алгоритмом укладки графов из G будем называть отображение

A, задаваемое на множестве G, которое каждому графу G ∈ G сопо-
ставляет определенную его укладку 'A(G).

Длиной укладки графа G ∈ G при заданном алгоритме A называ-
ется величина

LA(G) = L('A(G))

и площадь укладки графа G ∈ G при заданном алгоритме A есть
величина

SA(G) = S('A(G)).
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По определению L(G) ⩽ LA(G), поэтому, получая оценку дли-
ны укладки при заданном алгоритме A, мы автоматически получаем
оценку минимальной длины укладки и оценку минимальной площади
укладки для полученной длины.

Исследуем полные бинарные деревья произвольного радиуса.

Справедлива следующая лемма.

Лемма 1. Существует алгоритм укладки A1, с помощью которого
полное бинарное дерево радиуса r можно уложить в прямоугольник
со сторонами ar и br следующим образом:

∙ ar = br = 3 ⋅ 2 r−1
2 − 1, если r — нечетное; br = 3 ⋅ 2 r−2

2 − 1,
ar = 2 ⋅ br + 1 = 3 ⋅ 2 r

2 − 1, если r — четное;

∙ корень дерева находится в точке ((ar + 1)/2, (br + 1)/2);

∙ длина инцидентных корневой вершине ребер при r ⩽ 3 равна 1,

а при r > 3 равна 3 ⋅ 2] r−3
2

[−1;

∙ для длины укладки дерева справедливы соотношения:
LA1(D1

2) = 2, LA1(D2
2) = 6, LA1(D3

2) = 14,

LA1(Dr
2) = 23 ⋅ 2r−3 − 6 ⋅ 2] r−3

2
[

при r > 3 четном и

LA1(Dr
2) = 23 ⋅ 2r−3 − 9 ⋅ 2] r−3

2
[

при r > 3 нечетном.

Доказательство будем вести индукцией по радиусу дерева.

Базис индукции. Укладки для случаев r ∈ {1, 2, . . . , 6}, приведены
на рисунке 1. Легко проверить, что данные укладки удовлетворяют
условиям леммы.

Индуктивный переход. Рассмотрим 2 случая:

1. r — нечетное. Согласно предположению индукции, дерево ра-
диуса r − 1 укладывается в прямоугольник со сторонами

ar−1 = 3 ⋅ 2 r−1
2 − 1, br−1 = 3 ⋅ 2 r−3

2 − 1.
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Рис. 1. Примеры укладки полного бинарного дерева на плоскость.

Бинарное дерево радиуса r строим следующим образом. Точку
(br−1 + 1, br−1 + 1) объявляем корнем дерева. Легко проверить, что
(ar + 1)/2 = br−1 + 1 = (br + 1)/2, то есть второе условие леммы
выполняется.

Из корневой вершины выпускаем два вертикальных ребра дли-

ны (br−1 + 1)/2 = 3 ⋅ 2 r−3
2

−1 в противоположные стороны и концы
этих ребер будут корневыми для укладок полных бинарных деревьев
радиуса r − 1. Схематично этот шаг изображен на рисунке 2 а).

В итоге получаем, что при нечетном r дерево укладывается в пря-
моугольник со сторонами
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Рис. 2. Пример укладки полного бинарного дерева на плоскость а)
нечетного радиуса; б) четного радиуса.

ar = 2 ⋅ ar−1 + 1 = 3 ⋅ 2 r−1
2 − 1, br = br−1 = 3 ⋅ 2 r−1

2 − 1

в соответствии с первым условием леммы, причем длина ребер, инци-
дентных корневой вершине, удовлетворяют третьему условию леммы.

Длина укладки дерева радиуса r находится следующим образом:

LA1(Dr
2) = 2 ⋅ LA1(Dr−1

2 ) + 2 ⋅ 3 ⋅ 2] r−3
2

[−1 =

= 2 ⋅ (23 ⋅ 2r−4 − 6 ⋅ 2] r−4
2

[) + 3 ⋅ 2] r−3
2

[ =

= 23 ⋅ 2r−3 − 12 ⋅ 2] r−3
2

[ + 3 ⋅ 2] r−3
2

[ = 23 ⋅ 2r−3 − 9 ⋅ 2] r−3
2

[.

2. r — четное. Согласно предположению индукции, дерево радиуса
r − 1 укладывается в квадрат со сторонами

ar−1 = br−1 = 3 ⋅ 2 r−2
2 − 1.
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Бинарное дерево радиуса r строим следующим образом. Точку
(ar−1 + 1, (br−1 + 1)/2) объявляем корнем дерева. Легко проверить,

что ar−1 + 1 = (ar + 1)/2 и (br−1 + 1)/2 = 3 ⋅ 2 r−2
2

−1 = (br + 1)/2, то
есть второе условие леммы выполняется.

Из корневой вершины выпускаем два горизонтальных ребра дли-

ны (ar−1 + 1)/2 = 3 ⋅ 2 r−2
2

−1 в противоположные стороны и концы
этих ребер будут корневыми для укладок полных бинарных деревьев
радиуса r − 1. Схематично этот шаг изображен на рисунке 2 b).

В итоге получаем, что при нечетном r дерево укладывается в пря-
моугольник со сторонами

ar = 2 ⋅ ar−1 + 1 = 3 ⋅ 2 r

2 − 1, br = br−1 = 3 ⋅ 2 r−2
2 − 1

в соответствии с первым условием леммы, причем длина ребер, инци-
дентных корневой вершине, удовлетворяют третьему условию леммы.

Длина укладки дерева радиуса r находится следующим образом:

LA1(Dr
2) = 2 ⋅ LA1(Dr−1

2 ) + 2 ⋅ 3 ⋅ 2] r−3
2

[−1 =

= 2 ⋅ (23 ⋅ 2r−4 − 9 ⋅ 2] r−4
2

[) + 3 ⋅ 2] r−3
2

[ =

= 23 ⋅ 2r−3 − 9 ⋅ 2] r−3
2

[ + 3 ⋅ 2] r−3
2

[ = 23 ⋅ 2r−3 − 6 ⋅ 2] r−3
2

[.

Тем самым доказательство леммы 1 полностью завершено.

Доказательство теоремы 1.

Покажем, что справедливы следующие оценки

LA1(Dr
2) <

23

16
⋅N, SA1(Dr

2) <
9

4
⋅N,

где N = 1 + 2 + 22 + . . . + 2k + . . . + 2r = 2r+1 − 1 — число вершин в
полном бинарном дереве радиуса r.

Справедливость неравенств для r ⩽ 3 проверяется непосредствен-
но.

Рассмотрим случай, когда r четное и r > 3.

LA1(Dr
2) = 23 ⋅ 2r−3 − 6 ⋅ 2] r−3

2
[ =

=
23

16
⋅ (2r+1 − 1) +

23

16
− 6 ⋅ 2] r−3

2
[ <

23

16
⋅N.
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SA1(Dr
2) = ar ⋅ br = (3 ⋅ 2 r

2 − 1) ⋅ (3 ⋅ 2 r−2
2 − 1) =

=
9

4
⋅ (2r+1 − 1) +

9

4
− 9 ⋅ 2 r

2
−1 + 1 <

9

4
⋅N.

Рассмотрим случай, когда r нечетное и r > 3.

LA1(Dr
2) = 23 ⋅ 2r−3 − 9 ⋅ 2] r−3

2
[ =

=
23

16
⋅ (2r+1 − 1) +

23

16
− 9 ⋅ 2] r−3

2
[ <

23

16
⋅N.

SA1(Dr
2) = ar ⋅ br = (3 ⋅ 2 r−1

2 − 1) ⋅ (3 ⋅ 2 r−1
2 − 1) =

=
9

4
⋅ (2r+1 − 1) +

9

4
− 6 ⋅ 2 r−1

2 + 1 <
9

4
⋅N.

Нижние оценки следуют из простых мощностных соображений,
что длина укладки графа не может быть меньше числа ребер в графе,
а площадь укладки — меньше числа вершин в графе, и того факта,
что в дереве с N вершинами будет N − 1 ребро.

Тем самым теорема 1 полностью доказана.

4. Класс полных n-ичных деревьев

Исследуем полные n-ичные деревья произвольного радиуса. Спра-
ведлива следующая лемма.

Лемма 2. Существует алгоритм укладки A2, который позволяет
полное n-ичное дерево радиуса r прямоугольник со сторонами ar и br
укладывать следующим образом:

∙ ar = br = nt+1−1
n−1 , если радиус r = 2t четный; ar = nt+1−1

n−1 ,

br =
nt+2−1

n
, если радиус r = 2t+ 1 нечетный;

∙ корень дерева находится в правом верхнем углу прямоугольни-
ка;

∙ справедливы следующие оценки длины и площади укладки пол-
ного n-ичного дерева радиуса r:

LA2(Dc
n,r) < n ⋅N, SA2(Dc

n,r) <
n

n− 1
⋅N,
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где N = nr+1−1
n−1 — число вершин в полном n-ичном дереве ради-

уса r.

Доказательство будем вести индукцией по радиусу дерева r.
Базис индукции. r = 1.
Укладываем дерево в линейку, как показано на рис. 3 а).

Рис. 3. Пример укладки максимального n-ичного дерева на плос-
кость: а) r = 1; б) r = 2.

От корневой вершины откладываем n ребер в ряд. Получаем пря-
моугольник 1 × (n + 1) и корень дерева расположен в его правом
верхнем углу. N = n+ 1 и

LA2(D1
n) = 1 + 2 + . . .+ n =

n

2
⋅ (n+ 1) < n ⋅ (n+ 1),

SA2(D1
n) = 1× (n+ 1) <

n

n− 1
⋅ (n+ 1).

Радиус r = 2. Укладываем дерево в квадрат (рис. 3 б)). От кор-
невой вершины подряд откладываем n ребер, на концы которых при-
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крепляем дерево радиуса один, уложенное на предыдущем шаге. По-
лучаем квадрат (n + 1) × (n + 1) и корень дерева расположен в его
правом верхнем углу. N = n2 + n+ 1 и

LA2(D2
n) = n ⋅ LA2(D1

n) + (1 + 2 + . . .+ n) =

= n(1 + 2 + . . . + n) + (1 + 2 + . . .+ n) =

=
1

2
n(n+ 1)2 =

n3

2
+ n2 +

n

2
< n ⋅ (n2 + n+ 1),

SA2(D2
n) = (n+ 1)(n + 1) =

(n− 1)(n2 + 2n+ 1)

n− 1
=

=
n3 + n2 − n− 1

n− 1
<

n

n− 1
⋅ (n2 + n+ 1).

Индуктивный переход.
Пусть r = 2t. Дерево строим следующим образом: из корневой

вершины выпускаем n ребер подряд, причем длина первого ребра
равна единице, длина второго равна ar−1 + 1, длина третьего равна
2ar−1 + 1, . . . , длина n-го ребра равна (n − 1)ar−1 + 1, где согласно
предположению индукции ar−1 = nt−1 + nt−2 + . . . + 1, br−1 = nt +
nt−1 + . . . + 1 и на концы ребер прикрепляем дерево радиуса r − 1.
Тогда дерево радиуса r укладывается в прямоугольник со сторонами
ar = br−1 = nt+nt−1+ . . .+1 и br = n ⋅ar−1 = n(nt−1+nt−2+ . . .+1)+
1 = nt + nt−1 + . . . + 1, то есть квадрат. Корень дерева расположен
в его правом верхнем углу. Всего вершин в полном n-ичном дереве
радиуса r равно

N = nr + nr−1 + . . . + 1 =
nr+1 − 1

n− 1
.

Длина вычисляется по формуле:

LA2(Dr
n) = n⋅LA2(Dr−1

n )+1+ar−1+1+2ar−1+1+. . .+(n−1)ar−1+1 =

= n⋅LA2(Dr−1
n )+1+(nt−1+nt−2+. . .+1)+1+2(nt−1+nt−2+. . .+1)+1+

+ . . .+ (n− 1)(nt−1 + nt−2 + . . .+ 1) + 1 =

= nr−1(
1

2
n(n+ 1)) + nr−2(

1

2
n(n+ 1)) + nr−3((n+ 1)

1

2
n(n− 1) + n) +
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+nr−4((n+1)
1

2
n(n−1)+n)+nr−5((n2+n+1)

1

2
n(n−1)+n)+ . . .+

+ n2((n[ r
2
]−2 + n[ r

2
]−3 + . . . + 1)

1

2
n(n− 1) + n) +

+ n((n[ r
2
]−2 + n[ r

2
]−3 + . . .+ 1)

1

2
n(n− 1) + n) +

+ (n[ r
2
]−1 + n[ r

2
]−2 + . . . + 1)

1

2
n(n− 1) + n =

= nr−1(
1

2
n(n+ 1)) + nr−2(

1

2
n(n+ 1)) +

+
r−3∑

i=1

ni(
n(n− 1)

2
(n[ r−i

2
] + . . .+ 1) + n) =

для сокращения записи, обозначим C = nr−1(12n(n+1))+nr−2(12n(n+
1)), тогда

= C +

r−3∑

i=1

ni

(

n(n− 1)

2
⋅ n

[ r−i

2
]+1 − 1√
n− 1

+ n

)

=

= C +
n(n− 1)

2(
√
n− 1)

⋅
(

r−3∑

i=1

n[ r+i

2
]+1 −

r−3∑

i=1

ni

)

+

r−3∑

i=1

ni+1 <

< C +
n(n− 1)

2(
√
n− 1)

⋅
r−3∑

i=1

n[ r+i

2
]+1 =

= C +
n(n− 1)

2(
√
n− 1)

⋅ (n[ r+3
2

] + n[ r+4
2

] + . . . + n[ 2r+5
2

]) =

= C +
n(n− 1)

2(
√
n− 1)

⋅ n
[ r+3

2
](n

r−3
2 − 1)√

n− 1
=

= nr−1(n(n+ 1)/2) + nr−2(n(n+ 1)/2) +
n(n− 1)

2(n− 1)
⋅ nr =

=
nr−1

2
(n2 + n+ n+ 1 + n2) < nr−1(n2 + n+ 1) = nr−1n

3 − 1

n− 1
<

< n
nr+1 − 1

n− 1
= n ⋅N.
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Площадь равна

SA2(Dr
n) = (nt + nt−1 + . . .+ 1) ⋅ (nt + nt−1 + . . .+ 1) =

=

(
nt+1 − 1

n− 1

)2

<
n2t+2 − n

(n− 1)2
=

n

n− 1
N.

Пусть r = 2t + 1. Дерево строим аналогично четному случаю и
согласно предположению индукции, ar−1 = nt + nt−1 + . . .+ 1. Тогда
дерево радиуса r укладывается в прямоугольник со сторонами ar =
ar−1 = nt + nt−1 + . . .+ 1 и br = n ⋅ ar−1 = n(nt + nt−1 + . . .+ 1) + 1 =
nt+1 + nt + . . . + 1. Корень дерева находится в его правом верхнем
углу. Всего вершин равно N = nr + nr−1 + . . . + 1 = nr+1−1

n−1 . Длина
вычисляется по формуле:

LA2(Dr
n) = n ⋅LA2(Dr−1

n )+1+ar−1+1+2ar−1+1+ . . .+(n−1)ar−1+1.

И рассуждая аналогично четному случаю, приходим к тому, что

LA2(Dr
n) < n ⋅N.

Площадь равна

SA2(Dr
n) = (nt + nt−1 + . . .+ 1) ⋅ (nt+1 + nt + . . .+ 1) =

=
nt+1 − 1

n− 1
⋅ n

t+2 − 1

n− 1
=

n2t+3 − nt+2 − nt+1 + 1

(n− 1)2
<

<
n2t+3 − n

(n− 1)2
=

n

n− 1
N.

Тем самым лемма 2 полностью доказана.

Из леммы 2, применяя те же рассуждения о мощностных оценках,
что и для теоремы 1, получаем утверждение теоремы 2.

5. Класс произвольных n-ичных деревьев

Весом дерева D назовем величину, равную количеству вершин, со-
держащихся в данном дереве. Обозначается как weigℎt(D). Центром
тяжести n-ичного дерева D = (V,W ) назовем ребро w = (v1, v2), ко-
торое делит данное дерево на два поддерева (левое Dl и правое Dr)
в соотношении weigℎt(Dl) ⩽ n ⋅ weigℎt(Dr) + 1.
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5.1. Алгоритм нахождения центра тяжести

Рис. 4.

Дано дерево D = (V,W ), weigℎt(D) = N . Выберем в нем произ-
вольным образом ребро w = (v1, v2), назовем его исходным.

1) исходное ребро w = (v1, v2) делит дерево на поддеревья D1 и
D2. weigℎt(D1) = x, weigℎt(D2) = N − x и x ⩽ N − x.

∘ если weigℎt(D2) ⩽ n⋅weigℎt(D1)+1, то останов и исходное ребро
w — есть центр тяжести.

∘ иначе рассмотрим дерево D2. Пусть deg(v2) = t + 1, тогда D2

состоит из t поддеревьев, исходящих из вершины v2, t ⩽ n (рис. 4).

2) считаем вес каждого из D′
i поддерева, i = 1, . . . , t.

3) D′
i — поддерево с наибольшим весом, i = 1, . . . , t, vi — его ко-

рень. Обозначим ребро w = (v2, v
′
i) как исходное, переходим к пункту

1) алгоритма.

Утверждение 1. Алгоритм нахождения центра тяжести в n-ич-
ном дереве D останавливается за конечное число шагов и выдает
результат.

Доказательство. Доказывать будем от противного.

На каждой итерации исходное ребро, обозначим его как w =
(v1, v2), делит дерево D на поддеревья D1 и D2, weigℎt(D1) = x,
weigℎt(D2) = N − x и x ⩽ N − x ⩽

N
2 . Допустим алгоритм не оста-

навливается, то есть не достигается условие останова: weigℎt(D2) ⩽
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n⋅weigℎt(D1)+1. Или другими словами на каждой итерации алгорит-
ма выполняется условие weigℎt(D2) > n ⋅weigℎt(D1) + 1. Но так как
дерево D2 состоит из t поддеревьев, то верно

∑t
i=1D

′
i > n⋅weigℎt(D1),

t ⩽ n, что означает, что на каждой итерации существует поддерево D′
i

такое, что weigℎt(D′
i) > weigℎt(D1). То есть вес меньшего поддерева

D1 увеличивается с каждой итерацией и на каком-то шаге превысит
значение N

2 , чего не может быть по условию.
Утверждение доказано.

Алгоритм укладки

Дано произвольное n-ичное дерево D = (V,W ), ∣V ∣ = N .
1. Выделяем под укладку исходного дерева прямоугольник со сто-

ронами a× b, обладающий свойствами:

a× b > N, (a− 2)× (b− 2) ⩽ N,

b ⩽ a, a ⩽ C ⋅ b,

где C ⩾ 1, C ∈ ℝ — действительный параметр алгоритма укладки.

Рис. 5. Прямоугольник с активными вершинами.

2. Определяем активные ячейки выделенной площади. Под ак-
тивными, понимаем ячейки прямоугольника, в которых будут содер-
жаться вершины исходного дерева. Остальные ячейки — свободные.
Получаем N активных ячеек и a ⋅ b−N свободных (рис. 5).

Прямоугольник a × b, содержащий все активные ячейки, будем
называть основным. Прямоугольник (a − 2) × (b − 2), отстоящий от
основного на одну ячейку с каждой стороны, назовем внутренним и



Порядок сложности укладки деревьев 409

он не должен содержать ни одну свободную ячейку. То есть не может
быть случая, как на (рис. 6).

Рис. 6. Неправильное определение активных ячеек в выделенной пло-
щади.

3. Ставим в соответствие этому прямоугольнику с активными вер-
шинами матрицу M = (mi,j), размерности b на a (b — строк, a —
столбцов (рис. 7)), в которой mi,j = 1, если соответствующая ячейка
(i, j) прямоугольника a × b активная, и mi,j = 0, если ячейка (i, j)
свободная.

Рис. 7. Матрица, соответствующая прямоугольнику с активными вер-
шинами.

Определение. M = (mi,j), i = 1, b, j = 1, a — матрица, соответ-
ствующая прямоугольнику с активными ячейками a × b. Предста-
вим ее в виде вектора столбцов M = (c1, c2, . . . , ca), где cj — j-ый
столбец матрицы M . Две матрицы M1 и M2 являются разрезом мат-
рицы M , если они имеют вид: ∘ M1 = (c1, . . . , cj , c

′
j+1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

a−j−1

) и
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M2 = (0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

j

, c′′j+1, cj+2, . . . , ca), где 0 — нулевой столбец матрицы, а

c′j+1 = (m1, . . . ,mi, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

b−i

)⊤ и c′′j+1 = (0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

i

,mi+1, . . . ,mb)
⊤, mi —

элементы (j+1)-го столбца матрицы M , i = 0, 1, . . . , b. Если i = 0, то
c′j+1-ый столбец также является нулевым.

Образованные матрицы M1 и M2 однозначно определяют прямо-
угольники с активными вершинами (j + 1)× b и (a− j)× b.

Аналогично можно сделать разрез матрицы по строке. Для это-
го представим матрицу M в виде вектора-столбца строк M =
(s1, s2, . . . , sb)

⊤, где si — i-ая строка матрицы M . Две матрицы
M1 и M2 являются разрезом матрицы M , если они имеют вид: ∘
M1 = (s1, . . . , si, s

′
i+1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

b−i−1

)⊤ и M2 = (0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

i

, s′′i+1, si+2, . . . , sb)
⊤,

где 0 — нулевая строка матрицы, а s′i+1 = (m1, . . . ,mj, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

a−j

) и

s′′i+1 = (0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

i

,mj+1, . . . ,ma), mj — элементы (i+ 1)-ой строки мат-

рицы M , j = 0, 1, . . . , a. Если j = 0, то s′i+1-ая строка также является
нулевой.

Образованные матрицы M1 и M2 однозначно определяют прямо-
угольники с активными вершинами a× (i+ 1) и a× (b− i).

А также матрицы M1 и M2 однозначно определяют расположение
этих прямоугольников в прямоугольнике a × b, при этом понятно,
что иногда прямоугольники a1 × b1 и a2 × b2 могут пересекаться в
прямоугольнике a× b (рис. 8).

4. Ищем центр тяжести дерева. Это ребро w = (v1, v2), разби-
вающее исходное дерево на два поддерева D1 и D2, с множествами
вершин ∣V1∣ = x и ∣V2∣ = N − x.

5. Разрезаем матрицу M = (mi,j).

Лемма 3. D = (V,W ) — произвольное n-ичное дерево, ∣V ∣ = N .
M = (mi,j) — матрица, соответствующая основному прямоуголь-
нику с активными вершинами a×b, в который укладывается дерево
D. Фиксируем параметр C > n+1. Прямоугольник a× b удовлетво-
ряет условиям алгоритма, то есть a ⋅ b > N , (a − 2) ⋅ (b − 2) ⩽ N ,
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Рис. 8. Разрез матрицы по столбцам.

b ⩽ a, a ⩽ C ⋅ b. Пусть центр тяжести этого дерева делит его на
поддеревья D1 = (V1,W1) и D2 = (V2,W2), ∣V1∣ = x, ∣V2∣ = N − x. Ес-
ли b ⩾ 4 + 12

C−(n+1) , то существует такой разрез матрицы M , что
прямоугольники a1 × b1 и a2 × b2, определяемые разрезом матрицы,
являются прямоугольниками с активными вершинами, в которые
укладываются поддеревья D1 и D2, удовлетворяют условиям алго-
ритма с тем же фиксированным параметром C, то есть

a1 × b1 ⩾ x, (a1 − 2)× (b1 − 2) < x;

a2 × b2 ⩾ N − x, (a2 − 2)× (b2 − 2) < N − x

b1 ⩽ a1, a1 ⩽ C ⋅ b1; b2 ⩽ a2, a2 ⩽ C ⋅ b2,

и так же выполняется то, что основной прямоугольник содержит
все активные ячейки, а внутренний прямоугольник не содержит ни
одну свободную ячейку.

Доказательство. Пусть x ⩽ N − x. Матрице M соответствует
прямоугольник с активными вершинами a × b. Для определенности
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пусть a ⩾ b, тогда представим матрицу M в виде вектора столб-
цов M = (c1, c2, . . . , ca). Если в первом столбце количество единичек
больше, чем в последнем, то начинаем с первого столбца, иначе с по-
следнего. Пусть в первом столбце количество единичек больше. То-
гда выбираем такое максимальное j, что сумма единичек в столбцах
c1, . . . , cj не больше x. Обозначим эту сумму как Σ.

Если Σ = x, то разрезом будут матрицы M1 = (c1, . . . , ci, c
′
j+1,

0, . . . , 0) и M2 = (0, . . . , 0, c′′j+1, . . . , ca), где c′j+1 = 0, а c′′j+1 = cj+1.

Если Σ < x, то выбираем из (j + 1)-го столбца матрицы M
подряд идущие элементы m1, . . . ,mi, где i — индекс x − Σ еди-
нички. Тогда разрезом будут матрицы M1 = (c1, . . . , cj , c

′
j+10, . . . , 0)

и M2 = (0, . . . , 0, c′′j+1, cj+2, . . . , ca), а c′j+1 = (m1, . . . ,mi, 0, 0)
⊤ и

c′′j+1 = (0, . . . , 0,mi+1, . . . ,mb)
⊤.

Этим матрицам соответствуют прямоугольники b × (j + 1) и b ×
(a− j).

Очевидно, что b ⋅ (j+1) > x и (b−2)(j−1) ⩽ x, b ⋅ (a− j) > N−x и
(b−2)(a− j−2) ⩽ N −x, выполняется в силу того, что мы так разре-
зали матрицу M . И так как для прямоугольника, соответствующего
матрице M , выполнялось свойство основного и внутреннего прямо-
угольников, то для прямоугольников, соответствующих матрицам M1

и M2, это свойство тоже выполняется, то есть (j + 1)× b — основной
прямоугольник и он содержит все активные ячейки, в которые будут
уложены вершины дерева D1, и его внутренний прямоугольник не
содержит ни одну свободную ячейку, а b× (a− j) — основной прямо-
угольник, содержащий все активные ячейки, в которые будут уложе-
ны вершины дерева D2. Тогда остается проверить только отношение
сторон прямоугольников.

∘ b × (j + 1) — прямоугольник с активными вершинами, соот-
ветствующий матрице M1. Пусть j + 1 ⩽ b, нужно доказать, что
b ⩽ C ⋅(j+1). Известно, что b⋅(j+1) > x ⩾

N−1
n+1 , тогда j+1 > N−1

(n+1)b ⩾

(a−2)(b−2)−1
(n+1)b ⩾

(a−2)(b−2)−1
(n+1)a = b−2

n+1+
−2b+3
(n+1)a ⩾ b−2

n+1+
−2a+3
(n+1)a > b−2

n+1− 2
n+1 ⩾

b
C

, если C ⋅b−4C− (n+1)b ⩾ 0, то есть при b ⩾ 4C
C−(n+1) = 4+ 12

C−(n+1)

соотношение сторон сохраняется. Получили, что C ⋅ (j + 1) ⩾ b.

Пусть b ⩽ j+1, то очевидно, что j+1 ⩽ C ⋅ b, так как по условию
j + 1 ⩽ a ⩽ Cb.
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∘ b× (a− j).

Пусть a − j ⩽ b, нужно доказать, что b ⩽ C ⋅ (a − j). Известно,
что b(a − j) ⩾ N − x ⩾ N − N

2 = N
2 , так как N−1

n+1 ⩽ x ⩽
N
2 , тогда

a − j ⩾
N
2b ⩾

(a−2)(b−2)
2b ⩾

(a−2)(b−2)
2a = b−2

2 − b−2
a

⩾
b−2
2 − 1 ⩾

b
C

, если
b ⋅ C − 4C − 2b ⩾ 0, то есть при b ⩾

4C
C−2 = 4 + 8

C−2 . Получили, что
b ⩽ C ⋅ (a− j).

Пусть a−j ⩾ b, тогда очевидно, что (a−j) ⩽ C ⋅b, так как a ⩽ C ⋅b.
Тем самым лемма 3 доказана.

6. Для каждого поддерева повторим данную процедуру, начиная
с пункта 4. Продолжаем до тех пор пока стороны прямоугольников
удовлетворяют условиям леммы 3.

Лемма 4. Вышеизложенный алгоритм AC укладки произвольных
n-ичных деревьев при фиксированном параметре C обеспечивает
следующую оценку длины и площади укладки:

LAC
(D) ⩽ c1 ⋅N − c2 ⋅

√
N SAC

(D) ⩽ N + c3
√
N,

где N — количество вершин в дереве, c1 = (C + 1)(4 + 12
C−(n+1)) + c2,

c2 = 4C
√

1
n+2

+
√

n+1
n+2

−1
, c3 = 3(C + 1). При этом длина ребра w, являю-

щегося центром тяжести дерева с N вершинами не превосходит

LAC
(w) ⩽ 4C

√
N.

Доказательство. При заданном параметре C базисными деревья-
ми являются деревья, для которых выделенная под укладку пло-
щадь удовлетворяет всем условиям Леммы, кроме ограничения на
длину стороны прямоугольника, то есть b < 4 + 12

C−(n+1) . Пусть ба-
зисные деревья укладываются в прямоугольник с активными ячейка-
ми произвольным образом. Оценим длину ребра при такой укладке:
LAC

(w) ⩽ a+ b < C(4+ 12
C−(n+1))+4+ 12

C−(n+1) = (C+1)(4+ 12
C−(n+1)).

С учетом этого оценим длину укладки дерева: LAC
(D) < (N0 − 1)×

×(C + 1)(4 + 12
C−(n+1)) < N0(C + 1)(4 + 12

C−(n+1)) + c2 ⋅N0 − c2 ⋅N0 ⩽

N0 ⋅ ((C + 1)(4 + 12
C−(n+1)) + c2)− c2 ⋅N0 ⩽ c1 ⋅N0 − c2 ⋅

√
N0, где N0 —

количество вершин в базисном дереве.
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Пусть утверждение теоремы верно для всех n-ичных деревьев с
числом вершин меньшим N . Рассмотрим n-ичное дерево D(V,W ) с
∣V ∣ = N . По определению алгоритма, это дерево укладывается в пря-
моугольник a× b, где a× b ⩾ N , (a−2)× (b−2) ⩽ N , a ⩾ b, a ⩽ C ⋅ b.
Тогда, так как верно N ⩾ (a−2)×(b−2) ⩾ (b−2)2, то верно b ⩽

√
N+2,

a ⩽ Cb ⩽ C(
√
N + 2). Отсюда легко вывести, что

SAC
(D) = a× b = a× b− 2b− 2a+ 4 + 2b+ 2a− 4 ⩽

⩽ N + 2b+ 2a− 4 ⩽ N + 2(
√
N + 2) + 2C(

√
N + 2)− 4 ⩽

⩽ N + 2(C + 1)(
√
N + 2) ⩽ N + 3(C + 1)

√
N = N + c3

√
N.

Длина ребра w, являющегося центром тяжести дерева будет
не больше чем полупериметр основного прямоугольника, то есть
LAC

(w) ⩽ a+ b.

{

ab ⩽ N + c3
√
N

a ⩽ C ⋅ b
⇒
{

a ⩽
N+c3

√
N

b

b ⩾ a
C

⇒

⇒ a ⩽
N + c3

√
N

b
⩽

N + c3
√
N ⋅ C

a
⇒

⇒ a ⩽

√

C(N + c3
√
N) ⇒ b ⩽ a ⩽

√

C(N + c3
√
N).

Таким образом LAC
(w) ⩽ a + b ⩽ 2

√

C(N + c3
√
N) <

2
√

C(c3 + 1)
√
N < 2

√

C(3C + 4)
√
N < 4C

√
N .

Докажем оценку длины укладки. Центр тяжести дерева D делит
его на поддеревья D1(V1,W1) и D2(V2,W2), где ∣V1∣ = x, ∣V2∣ = N − x
и N−1

n+1 ⩽ x ⩽ nN+1
n+1 . Функцию длины укладки можно ограничить

функцией L(N), зависящей только от веса дерева, тогда

LAC
(D) ⩽ L(N) ⩽ LAC

(w) + max
N−1
n+1

⩽x⩽nN+1
n+1

(L(x) + L(N − x)) ⩽

⩽ LAC
(w) + max

N

n+2
⩽x⩽

(n+1)N
n+2

(L(x) + L(N − x)) ⩽
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(L′(x) = c1 − c2
2
√
x
, L′′(x) = c2

4
√
x3

> 0, значит функция L(x) выпукла

вниз и достигает своего максимума в точке N
n+2 .)

⩽ LAC
(w) + L(

N

n+ 2
) + L(

(n+ 1)N

n+ 2
) ⩽

⩽ 4C
√
N + c1

N

n+ 2
− c2

√

N

n+ 2
+ c1

(n+ 1)N

n+ 2
− c2

√

(n+ 1)N

n+ 2
⩽

⩽ 4C
√
N + c1 ⋅N − c2

√

N

n+ 2
− c2

√

(n+ 1)N

n+ 2
=

= c1 ⋅N + 4C
√
N − c2(

√

1

n+ 2
+

√

n+ 1

n+ 2
))
√
N ⩽ c1 ⋅N − c2

√
N,

так как по условию c2 = 4C
√

1
n+2

+
√

n+1
n+2

−1
или иначе 4C − c2(

√
1

n+2 +

√
n+1
n+2) = −c2.

Тем самым лемма 4 доказана.

Из леммы 4, применяя те же рассуждения о мощностных оценках,
что и для теоремы 1, получаем утверждение теоремы 3.
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