
Î ðàñïîçíàâàíèè âèðóñîâ â ðåãóëÿðíûõòåêñòàõÌ.Â. ÁîëîíêèíÈññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé è èõ òîæäå-ñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëèìîð�íûõ âè-ðóñîâ. Îïðåäåëåíà ìîäåëü çàðàæåííîñòè, ñèëüíîé è ñëàáîé çà-ðàæåííîñòè ïðîãðàììû âèðóñîì, èññëåäîâàíû íåêîòîðûå êëàñ-ñû âûðàæåíèé. Äîêàçàíû êðèòåðèè çàðàæåííîñòè ïðîãðàììûâèðóñîì êàê äëÿ ìíîæåñòâà ïðîãðàìì, íå ñîäåðæàùèõ îïåðà-òîð Êëèíè, òàê è ïîäìíîæåñòâà ïðîãðàìì, ñîäåðæàùèõ åãî, íîãëóáèíû âëîæåííîñòè íå áîëåå 1.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñïîçíàâàíèå, âèðóñû, ðåãóëÿðíîå âû-ðàæåíèå, ïîä�îðìóëû.ÂâåäåíèåÊîìïüþòåðíûé âèðóñ � ðàçíîâèäíîñòü êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì,îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñïîñîáíîñòü ê ðàçìíî-æåíèþ (ñàìîðåïëèêàöèÿ). Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó âèðóñû ìîãóò ïîâðå-äèòü èëè ïîëíîñòüþ óíè÷òîæèòü âñå �àéëû è äàííûå, ïîäêîíòðîëü-íûå ïîëüçîâàòåëþ, îò èìåíè êîòîðîãî áûëà çàïóùåíà çàðàæåííàÿïðîãðàììà, à òàêæå îïåðàöèîííóþ ñèñòåìó ñî âñåìè �àéëàìè â öå-ëîì. Èçâåñòíû äåñÿòêè òûñÿ÷ êîìïüþòåðíûõ âèðóñîâ, êîòîðûå ðàñ-ïðîñòðàíÿþòñÿ ÷åðåç Èíòåðíåò ïî âñåìó ìèðó, îðãàíèçóÿ âèðóñíûåýïèäåìèè. Îñíîâíûìè êàíàëàìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âèðóñîâ ÿâëÿþò-ñÿ �ëýø-íàêîïèòåëè, ñåòü Èíòåðíåò è ëîêàëüíûå ñåòè, ýëåêòðîííàÿïî÷òà, ñèñòåìû îáìåíà ìãíîâåííûìè ñîîáùåíèÿìè, âåá-ñòðàíèöû. Âñâÿçè ñî âñå âîçðàñòàþùåé ïîïóëÿðíîñòüþ è ãëîáàëüíîé èí�îðìàòè-çàöèåé ïðîáëåìà âèðóñîâ ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî àêòóàëüíà. Ýêîíîìèêà



300 Ì.Â. Áîëîíêèíðàçâèòûõ ñòðàí èñïûòûâàåò îãðîìíûé óðîí îò ðàñïðîñòðàíåíèÿ âè-ðóñîâ. Â 2007 ãîäó ìèðîâûå ýêîíîìè÷åñêèå ïîòåðè îò êîìïüþòåðíûõâðåäîíîñíûõ ïðîãðàìì ïðåâûñèëè 13 ìèëëèàðäîâ äîëëàðîâ.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò øèðîêèé âûáîð àíòèâèðóñíûõïðîãðàìì, ñïîñîáíûõ ðàñïîçíàòü è óäàëèòü èçâåñòíûå âèðóñû. Îñ-íîâíûå ìåòîäû, ïðèìåíÿåìûå â ýòèõ ïðîãðàììàõ äëÿ îáíàðóæåíèÿçàðàæåííûõ ïðîãðàìì � îáíàðóæåíèå, îñíîâàííîå íà ñèãíàòóðàõ, îá-íàðóæåíèå àíîìàëèé, ìåòîä ýìóëÿöèè, ìåòîä ýâðèñòè÷åñêîãî àíàëè-çà. Ïðè ýòîì, ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñèãíàòóð, çà-êëþ÷àþùèéñÿ â ñðàâíåíèè êîäà ïðîãðàìì ñ îáðàçöàìè èç áàçû ñèãíà-òóð âèðóñîâ. Ïîä ñèãíàòóðîé â äàííîì ñëó÷àå ïîíèìàþòñÿ õàðàêòåð-íûå ïðèçíàêè âèðóñà, ÷àùå âñåãî âçÿòûå íåïîñðåäñòâåííî èç �àéëàâèðóñà, è îáðàáîòàííûå äëÿ óäîáñòâà õðàíåíèÿ ñîîòâåñòâóþùèì îá-ðàçîì (íàïðèìåð, âûäåëåíèåì ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ). Ïðè îáíàðó-æåíèè âõîæäåíèÿ ñèãíàòóðû â êàêîé-ëèáî ó÷àñòîê êîäà ïðîãðàììû,îíà ñ÷èòàåòñÿ çàðàæåííîé è ïîäâåðãàåòñÿ óäàëåíèþ èëè âîññòàíîâëå-íèþ (¾ëå÷åíèþ¿). Îäíàêî ñ ýâîëþöèåé êîìïüþòåðíûõ âðåäîíîñíûõïðîãðàìì, ïîÿâèëèñü âèðóñû, ñïîñîáíûå çàùèùàòüñÿ îò îáíàðóæå-íèÿ. Ýòà ðàçíîâèäíîñòü âèðóñîâ èçìåíÿåò êîä ñâîåé êîïèè â ïðîöåññåðåïëèêàöèè. Ïðè ýòîì èçâåñòíû òðè õàðàêòåðíûõ ïðèåìà, èñïîëüçó-åìûå â ïîëèìîð�íûõ âèðóñàõ: øè�ðîâàíèå ñâîåãî êîäà, îá�óñêàöèÿè ñîáñòâåííî ïîëèìîð�èçì, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ýêâèâàëåíòíîì ïðåîá-ðàçîâàíèè êîäà. Èçìåíåíèå êîäà òàêèõ âèðóñîâ çàòðóäíÿåò èõ îáíà-ðóæåíèå ïðè ïîìîùè ñèãíàòóðíîãî ïîèñêà. Ïðîáëåìó ïðåäñòàâëÿåòè àíàëèç ïðîãðàìì, êîòîðûå ìîãóò áûòü èí�èöèðîâàíû âèðóñîì, òîåñòü êîãäà êîä âèðóñà âíåäðåí âíóòðü êîäà äðóãîé, áåçîáèäíîé ïðî-ãðàììû.Íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíóþ àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé â îáëàñòèêîìïüþòåðíîé âèðóñîëîãèè, òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè êîìïüþòåðíûõ âè-ðóñîâ è çàùèòû îò íèõ ìàëîðàçâèòû. Â ðàáîòå Êîýíà [3℄ ïðèâåäå-íî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî â îáùåì âèäå, âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿëè çàäàííàÿ ïðîãðàììà âèðóñîì, íåðàçðåøèì. Äðóãèå èññëåäîâàòå-ëè äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå òèïû âèðóñîâ (âèðóñû, ñîäåðæà-ùèå êîïèþ ïðîãðàììû äåòåêòèðóþùåé âèðóñû), êîòîðûå íå ìîãóòáûòü áåçîøèáî÷íî îïðåäåëåíû íè îäíèì àëãîðèòìîì. Â ñëó÷àå ñèã-íàòóðíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëèìîð�íûõ âèðóñîâ, î÷åâèäíî, ÷òî çà-



Î ðàñïîçíàâàíèè âèðóñîâ â ðåãóëÿðíûõ òåêñòàõ 301äà÷à îáíàðóæåíèÿ ïðîãðàììû-âèðóñà ðàâíîñèëüíà çàäà÷å îá ýêâèâà-ëåíòíîñòè ÿçûêîâ, çàäàâàåìûõ ãðàììàòèêàìè. Èçâåñòíî, ÷òî óæå äëÿêîíòåêñòíî-ñâîáîäíûõ ÿçûêîâ â îáùåì ñëó÷àå ýòà çàäà÷à àëãîðèòìè-÷åñêè íåðàçðåøèìà [4℄.Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü âèðóñîâ â òåðìèíàõ ðå-ãóëÿðíûõ âûðàæåíèé. Ïðîáëåìà îáíàðóæåíèÿ ïðîãðàììû-âèðóñà âäàííîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïðîâåðêè ðàâåíñòâà äâóõ ðåãóëÿð-íûõ ìíîæåñòâ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ýòà çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè ðàç-ðåøèìà [9, 10℄. Áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿçàðàæåííîñòè, êîãäà êîä âèðóñà âêëþ÷åí â êîä ïðîãðàììû. Â ðàáîòåââîäèòñÿ îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ çàðàæåííîñòè äëÿ ÿçûêà ðåãóëÿðíûõâûðàæåíèé, à òàê æå ïîíÿòèÿ ñëàáîé è ñèëüíîé çàðàæåííîñòè. Îñ-íîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî àëãîðèòìè÷å-ñêîé ðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ çàðàæåííîñòè ïðîãðàì-ìû âèðóñîì äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ ïðîãðàìì.1. Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿÏóñòü Σ = {a1, a2, . . . , an} � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, íà-çûâàåìîå (âõîäíûì) àë�àâèòîì. Ïóñòü Σ∗ � ñâîáîäíàÿ ïîëóãðóïïà,ïîðîæäåííàÿ ìíîæåñòâîì Σ, â êîòîðîé îïåðàöèÿ çàïèñûâàåòñÿ ìóëü-òèïëèêàòèâíî è îáîçíà÷àåòñÿ çàïèñüþ ïîäðÿä. Ýëåìåíòû èç Σ∗ íàçî-âåì ñëîâàìè â àë�àâèòå Σ.Ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà â àë�àâèòå Σ îïðåäåëÿåòñÿ ðå-êóðñèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì [6, 9℄:1) ∅ (ïóñòîå ìíîæåñòâî) � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â àë�àâèòå Σ;2) {λ} � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â àë�àâèòå Σ;3) {a} � ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â àë�àâèòå Σ äëÿ êàæäîãî a ∈ Σ;4) Åñëè A,B � ðåãóëÿðíûå ìíîæåñòâà â àë�àâèòå Σ, òî òàêîâûæå è ìíîæåñòâà(a) A ∪B,(b) AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B},(
) A∗ = {a1a2 . . . ak | ai ∈ A, 1 6 i 6 k, k > 1};5) Íè÷òî äðóãîå íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì â àë�àâè-òå Σ.



302 Ì.Â. Áîëîíêèí�åãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ íàä àë�àâèòîì Σ è ðåãóëÿðíûå ìíîæå-ñòâà, êîòîðûå îíè îáîçíà÷àþò, îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî ñëåäóþùèìîáðàçîì [6℄:1) φ � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå ðåãóëÿðíîå ìíîæå-ñòâî ∅;2) λ � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå ðåãóëÿðíîå ìíîæå-ñòâî {λ};3) Åñëè a ∈ Σ, òî a � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå ðåãó-ëÿðíîå ìíîæåñòâî {a};4) Åñëè α, β � ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, îáîçíà÷àþùèå ðåãóëÿðíûåìíîæåñòâà A,B ñîîòâåñòâåííî, òî(a) (α+ β) � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå A ∪B,(b) (αβ) � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå AB,(
) (α)∗ � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå, îáîçíà÷àþùåå A∗;5) Íè÷òî äðóãîå íå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì.�åãóëÿðíîå âûðàæåíèå (α)n îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî {a1a2 . . . an|ai∈A}.Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå α ≡ β äëÿ ãðà�è÷åñêè ñîâïàäà-þùèõ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé α è β, òî åñòü âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõîäèíàêîâûå ñèìâîëû â îäèíàêîâîì ïîðÿäêå. Ìû ãîâîðèì, ÷òî äâà ðå-ãóëÿðíûõ âûðàæåíèÿ ðàâíû (α = β), åñëè ðàâíû ìíîæåñòâà, êîòîðûåîíè îáîçíà÷àþò.Ñîãëàñíî [10℄ ââåäåì ñèñòåìó àêñèîì (A1�A7) è ïðàâèëî âûâîäà(R1) â ìíîæåñòâå âñåõ ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé.Ïóñòü α, β, γ, δ � ïðîèçâîëüíûå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ.A1: α ∨ (β ∨ γ) = (α ∨ β) ∨ γ;A2: α(βγ) = (αβ)γ;A3: α ∨ β = β ∨ α;A4: α(β ∨ γ) = αβ ∨ αγ;A5: (α ∨ β)γ = αγ ∨ βγ;A6: α ∨ α = α;A7: α∗ = αα ∗ ∨α.



Î ðàñïîçíàâàíèè âèðóñîâ â ðåãóëÿðíûõ òåêñòàõ 303Ïðàâèëî R1 (çàìåíà). Äîïóñòèì, ÷òî γ′ åñòü ðåçóëüòàò çàìåíûâõîæäåíèÿ α íà β â γ. Òîãäà èç ðàâåíñòâ α = β è γ = δ ìîæíîâûâåñòè ðàâåíñòâà γ′ = δ è γ′ = γ.Ïóñòü α � ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå. Îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ïðîöå-äóðó èñêëþ÷åíèÿ ëèøíèõ (íåçíà÷àùèõ) ñêîáîê.1) Åñëè â α âñòðå÷àåòñÿ ïîäñòðîêà a(bc) (çà ñêîáêîé íå ñëåäóåòîïåðàòîð ∗) èëè (ab)c, ãäå a, b, c � ñèìâîëû àë�àâèòà, çàìåíÿåìåå íà abc. Åñëè â α âñòðå÷àåòñÿ ïîäñòðîêà a∨ (b∨ c) (çà ñêîáêîéíå ñëåäóåò îïåðàòîð ∗) èëè (a ∨ b) ∨ c, ãäå a, b, c � ñèìâîëûàë�àâèòà, çàìåíÿåì åå íà a ∨ b ∨ c.2) Åñëè â α âñòðå÷àåòñÿ ïîäñòðîêà β(γδ) (çà ñêîáêîé íå ñëåäóåòîïåðàòîð ∗) èëè (βγ)δ, ãäå â âûðàæåíèÿõ β, γ, δ èñêëþ÷åíû ëèø-íèå ñêîáêè, çàìåíÿåì åå íà βγδ. Åñëè â α âñòðå÷àåòñÿ ïîäñòðîêà
β ∨ (γ ∨ δ) (çà ñêîáêîé íå ñëåäóåò îïåðàòîð ∗) èëè (β ∨ γ) ∨ δ,ãäå â âûðàæåíèÿõ β, γ, δ èñêëþ÷åíû ëèøíèå ñêîáêè, çàìåíÿåìåå íà β ∨ γ ∨ δ.3) Âíåøíèå ñêîáêè èñêëþ÷àåì.Ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ýòîé ïðîöåäóðû ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå áóäåìîáîçíà÷àòü ÷åðåç ᾱ.Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî SF (α) âñåâîçìîæíûõ ïîä�îðìóë ðåãóëÿð-íîãî âûðàæåíèÿ α.1) α ∈ SF (α)2) Åñëè α ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå βγ èëè β∗, ãäå β, γ � íåêî-òîðûå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, òî β, γ âõîäèò â SF (α), à òàêæå
SF (β), SF (γ) âõîäÿò â SF (α).3) Åñëè α ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå β ∨ γ, ãäå β, γ � íåêîòîðûåðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, òî β, γ âõîäÿò â SF (α), SF (β), SF (γ)âõîäÿò â SF (α) è êðîìå òîãî γ ∨ β òàêæå âõîäèò â SF (α).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå β ìîæåò âõîäèòü êàêïîä�îðìóëà â âûðàæåíèå α è îáîçíà÷àòü ýòî β ⊲ α åñëè β̄ ∈ SF (ᾱ).Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé íàä àë-�àâèòîì Σ ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíûì ÿçûêîì, ýëåìåíòû êîòîðîãî áóäåìíàçûâàòü âûðàæåíèÿìè èëè ïðîãðàììàìè. Ïóñòü B è C � íåêîòîðûå



304 Ì.Â. Áîëîíêèíòàêèå ïðîãðàììû. Îáúÿâëÿåì C âèðóñîì. Ââåäåì îñíîâíûå äëÿ íàñîïðåäåëåíèÿ.Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîãðàììà B çàðàæåíà âè-ðóñîì Ñ åñëè ñóùåñòâóåò âûðàæåíèå E = B è ñóùåñòâóåò âûðàæåíèå
E′ = C òàêèå, ÷òî E′ ⊲ E. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóåò ðåãóëÿðíîåâûðàæåíèå, ðàâíîå èñõîäíîé ïðîãðàììå B, â êîòîðîå ìîæåò âõîäèòüïîä�îðìóëà, ðàâíàÿ âèðóñó C.Îïðåäåëåíèå 2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîãðàììà B çàðàæåíà âè-ðóñîì C ñëàáî, åñëè ñóùåñòâóåò E = B òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíîèç äâóõ óñëîâèé:2.1 Äëÿ íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ E′ = C E′ ìîæåò âõîäèòü â êà÷åñòâåïîä�îðìóëû â E, íî íå ñóùåñòâóåò òàêèõ âûðàæåíèé E′′ = C,÷òî E′′ ⊲ B.2.2 Äëÿ íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ E′ = C E′ ìîæåò âõîäèòü â êà÷åñòâåïîä�îðìóëû â B, íî íå ñóùåñòâóåò òàêèõ âûðàæåíèé E′′ = C,÷òî E′′ ⊲ E.Îïðåäåëåíèå 2′. Ïðîãðàììà B çàðàæåíà âèðóñîì C ñëàáî, åñëèñóùåñòâóþò òàêèå E1 è E2, ðàâíûå B, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî âûðàæå-íèÿ E′

1 = C E′
1 ìîæåò âõîäèòü â êà÷åñòâå ïîä�îðìóëû â E1 è íåñóùåñòâóåò òàêîãî E′

2 = C, ÷òî E′
2 ⊲ E2.Îòìåòèì ðàâíîñèëüíîñòü îïðåäåëåíèé 2 è 2′. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-ëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.1), áåðåì E1 ≡ E è E2 ≡ B. Åñëè æåâûïîëíÿåòñÿ (2.2), òî âûáèðàåì E1 ≡ B è E2 ≡ E. Ïóñòü òåïåðüâûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 2′. Òîãäà åñëè â B âõîäèò ïîä�îð-ìóëà, ðàâíàÿ C, âûáèðàåì E ≡ E2, èíà÷å âûáèðàåì E ≡ E1. Òîãäàáóäåò âûïîëíÿòüñÿ îäíî èç óñëîâèé (2.1) èëè (2.2).Îïðåäåëåíèå 3. Ïðîãðàììà B ñèëüíî çàðàæåíà âèðóñîì C åñëèäëÿ âñåõ E = B ñóùåñòâóåò òàêîå âûðàæåíèå E′ = C, ÷òî E′ ⊲ E.Ïîä ñòåïåíüþ çàðàæåííîñòè ïðîãðàììû áóäåì ïîíèìàòü ¾ñëà-áóþ çàðàæåííîñòü¿ èëè ¾ñèëüíóþ çàðàæåííîñòü¿. Î÷åâèäíî, ÷òî åñ-ëè ïðîãðàììà çàðàæåíà âèðóñîì, íî íå çàðàæåíà èì ñèëüíî, òî îíàçàðàæåíà èì ñëàáî.



Î ðàñïîçíàâàíèè âèðóñîâ â ðåãóëÿðíûõ òåêñòàõ 3052. Ëåììà îá èíâàðèàíòíîñòèÄîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå.Ëåììà 1 (îá èíâàðèàíòíîñòè). Åñëè B,B1, C,C1 � ïðîãðàììû è
B1 = B è C1 = C, òî ïðè çàðàæåííîñòè B âèðóñîì C, ïðîãðàììà
B1 çàðàæåíà âèðóñîì C1 ñ òîé æå ñòåïåíüþ çàðàæåííîñòè.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B çàðàæåíî âèðóñîì C. Òîãäà ñóùåñòâóþòâûðàæåíèÿ E = B è E′ = C òàêèå, ÷òî E′ ⊲ E. Íî â ñèëó ðàâåíñòâ
B1 = B è C1 = C èìååì E = B1 è E′ = C1. Òàêèì îáðàçîì, ñóùå-ñòâóþò âûðàæåíèÿ E = B1 è E′ = C1 òàêèå, ÷òî E′ ⊲ E, òî åñòü B1çàðàæåíà âèðóñîì C1.Åñëè B çàðàæåíî ñëàáî âèðóñîì C. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
E1 = B è E2 = B òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ E′

1 = C,
E′

1 ⊲ E1 è íå ñóùåñòâóåò âûðàæåíèÿ E′
2 = C òàêîãî, ÷òî E′

2 ⋫ E2. Íîâ ñèëó ðàâåíñòâ B1 = B è C1 = C èìååì, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðîãðàììû
E1 = B1 è E2 = B1, òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ E′

1 = C1,
E′

1 ìîæåò âõîäèòü êàê ïîä�îðìóëà â E1 è íè äëÿ êàêèõ E′
2 = C1

E′
2 íå âõîäÿò êàê ïîä�îðìóëû â E2, òî åñòü ïðîãðàììà B1 çàðàæåíàâèðóñîì C1 ñëàáî.Ïóñòü B ñèëüíî çàðàæåíî âèðóñîì C. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ïðîãðàìì

E = B åñòü ïðîãðàììà E′ = C òàêàÿ, ÷òî E′ ⊲ E. Íî òîãäà è äëÿ âñåõïðîãðàìì E = B1 ñóùåñòâóåò ïðîãðàììà E′ = C1 òàêàÿ, ÷òî E′ ⊲ Eâ ñèëó ðàâåíñòâ èç óñëîâèÿ ëåììû. À ñëåäîâàòåëüíî, ïðîãðàììà B1ñèëüíî çàðàæåíà âèðóñîì C1. Ëåììà äîêàçàíà.Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè B1 çàðàæåíî âèðóñîì C1 (ñèëüíî èëè ñëà-áî), òî B çàðàæåíî âèðóñîì C (ñîîòâåñòâåííî ñèëüíî èëè ñëàáî). Òîåñòü ñâîéñòâî çàðàæåííîñòè âèðóñîì èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî òîæ-äåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèÿ èëè âèðóñà. Òàêèì îáðàçîì,ïðè àíàëèçå çàðàæåííîñòè ìîæíî ïðèâåñòè âèðóñ è ïðîãðàììó ê ëþ-áîìó óäîáíîìó âèäó ñ ïîìîøüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé íàîñíîâå àêñèîì A1�A7 è ïðàâèëà âûâîäà R1. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåìáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â çàäàííîì âèðóñå è ïðîãðàììàõ îòñóñòâóþò ïîä-�îðìóëû âèäà (A ∨ A). Áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå áåçïîä�îðìóë óêàçàííîãî âèäà íîðìàëüíîé �îðìîé âûðàæåíèÿ.



306 Ì.Â. Áîëîíêèí3. �åãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ áåç èòåðàöèèÁóäåì ðàññìàòðèâàòü âûðàæåíèÿ áåç îïåðàòîðà èòåðàöèè (∗).Áóäåì íàçûâàòü ïðîñòîé êîíêàòåíàöèåé âûðàæåíèå âèäà A =
ai1ai2 . . . aij , åå äëèíîé áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ è îáî-çíà÷àòü |A|. Ïðåîáðàçóåì ïðîãðàììó B ê âèäó

B =

k∨

j=1

Bj, (1)ãäå Bj � ïðîñòûå êîíêàòåíàöèè. Òàêàÿ çàïèñü � ýòî ïåðå÷èñëåíèåâñåõ ñëîâ, âõîäÿùèõ â ðåãóëÿðíîå ìíîæåñòâî, îïèñûâàåìîå äàííûìðåãóëÿðíûì âûðàæåíèåì. Â ñèëó ýòîãî, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå áóäåòîäèíàêîâî òàêæå äëÿ âñåõ E = B. Íàçîâåì òàêóþ �îðìó çàïèñè êà-íîíè÷åñêîé �îðìîé ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ. Ïðèâåñòè ðåãóëÿð-íîå âûðàæåíèå ê êàíîíè÷åñêîé �îðìå ìîæíî ñ ïîìîøüþ ïðèìåíåíèÿàêñèîì äèñòðèáóòèâíîñòè (A4�A5).Ñëó÷àé ïðîñòîãî âèðóñàÏóñòü âèðóñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòóþ êîíêàòåíàöèþ: C =
ai1ai2 . . . ain .Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âèðóñ C ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ñèìâîëà
C = ai1 , òî ñèëüíàÿ çàðàæåííîñòü ýòèì âèðóñîì ýêâèâàëåíòíà âõîæ-äåíèþ âûðàæåíèÿ ai1 â ïðîãðàììó B. Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòüâèðóñû äëèíû n > 2.Òåîðåìà 1. Ïðîãðàììà B çàðàæåíà âèðóñîì C = ai1ai2 . . . ain òîãäàè òîëüêî òîãäà, êîãäà C âõîäèò â êà÷åñòâå ïîä�îðìóëû â êàíîíè-÷åñêóþ çàïèñü B.Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü B çàðàæåíà âèðóñîì C.Òîãäà ñóùåñòâóåò E = B, òàêîå ÷òî â E âõîäèò ïîä�îðìóëà, ðàâíàÿ
C. Åñëè E ≡ B, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Ïóñòü E � íåêàíîíè÷åñêàÿ çàïèñü ïðîãðàììû B.Ïóñòü E′ ⊲ E è E′ = C. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ E′ ñ ïîìîøüþàêñèîì äèñòðèáóòèâíîñòè A4�A5 ïðèâîäèì åãî ê âèäó E

′ ≡
∨k

j=1C,ãäå k > 1.
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′, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå E1. Ïî àêñèîìå A6è R1 èìååì E1 = E. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò E1 = B, â êîòîðîåâõîäèò ïîä�îðìóëà, òîæäåñòâåííàÿ C. Â àêñèîìàõ äèñòðèáóòèâíîñòèA4 è A5 â ëåâîé ÷àñòè ïðîñòàÿ êîíêàòåíàöèÿ ìîæåò âõîäèòü â êà÷å-ñòâå ïîä�îðìóëû òîëüêî â âûðàæåíèÿ α, β, γ, ïîýòîìó åñëè ïðîñòàÿêîíêàòåíàöèÿ âõîäèò â îäíî èç ïîäâûðàæåíèé ëåâîé ÷àñòè, òî îíàáóäåò âõîäèòü è â ïðàâóþ ÷àñòü. Òàê êàê ïðè ïåðåõîäå îò E1 ê êàíî-íè÷åñêîé �îðìå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ýòè àêñèîìû, â êàíîíè÷åñêóþ�îðìó áóäóò âõîäèòü ïîä�îðìóëà C.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü â êàíîíè÷åñêóþ �îðìó B ≡

∨k
j=1Bj âõî-äèò â êà÷åñòâå ïîä�îðìóëû C. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò E ≡ B = Bòàêîå, ÷òî â íåãî âõîäèò ïîä�îðìóëà, ðàâíàÿ (â äàííîì ñëó÷àå òîæ-äåñòâåííî ðàâíàÿ) âèðóñó C. Ñëåäîâàòåëüíî B çàðàæåíî âèðóñîì C.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Òåîðåìà 2. Åñëè B è C � ïðîãðàììû, C = ai1ai2 . . . ain, B =

∨m
j=1Bj � êàíîíè÷åñêàÿ çàïèñü ïðîãðàììû B è âûïîëíÿþòñÿ óòâåð-æäåíèÿ1) Äëÿ íåêîòîðîãî k : Bk ≡ C;2) Âñå Bj(j 6= k) íå èìåþò îáùèõ ñó��èêñîâ è ïðå�èêñîâ ñ C,òî ïðîãðàììà B çàðàæåíà âèðóñîì C ñèëüíî.Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Bk ≡ C, òî â ñèëó ïðåäûäóùåãî óòâåð-æäåíèÿ B çàðàæåíî âèðóñîì C. Äîêàæåì, ÷òî B çàðàæåíî ñèëüíî.Ïðè ëþáûõ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïîä�îðìóëû Bk, îíàîñòàíåòñÿ ðàâíîé âèðóñó C.Ëþáîå E = B ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîá-ðàçîâàíèé íà îñíîâå àêñèîì A1�A6 è ïðàâèëà âûâîäà R1.A1�A3, A6 íèêàê íå âëèÿþò íà âõîæäåíèå ïîä�îðìóëû Bk â êà-íîíè÷åñêóþ çàïèñü.A4�A5 ïîçâîëÿþò ¾âûíåñòè çà ñêîáêó¿ îáùèé ñó��èêñ èëè ïðå-�èêñ äâóõ ïîä�îðìóë. Òàê êàê ó Bk è Bj , (j 6= k) íåò îáùèõ ñó��èê-ñîâ è ïðå�èêñîâ, ìû íå ìîæåì ïðèìåíèòü ýòè àêñèîìû ê Bk, òî åñòü

Bk îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì òîæäåñòâåííîìïðåîáðàçîâàíèè èìååì E = B′
k ∨ A, ãäå B′

k = Bk, A � íåêîòîðîåðåãóëÿðíîå âûðàæåíèå A =
∨

j 6=k Bj .



308 Ì.Â. ÁîëîíêèíÏîëó÷àåì, ÷òî ∀E = B ∃E′ = C, E′ ⊲ E (â íàøåì ñëó÷àå E′ ≡
B′

k), òî åñòü B ñèëüíî çàðàæåíî âèðóñîì C. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Ëåììà 2. Åñëè A � ïðîñòàÿ êîíêàòåíàöèÿ, ïðåäñòàâèìàÿ â âèäå
A ≡ α1βα2, ãäå α1, β, α2 � ïðîñòûå êîíêàòåíàöèè, α1α2 6= λ, β ⋫ α1,
β ⋫ α2 è |β| > 2, òî ñóùåñòâóåò òàêîå âûðàæåíèå A1 = A, ÷òî äëÿëþáûõ β1 = β âûðàæåíèå β1 íå ìîæåò âõîäèòü êàê ïîä�îðìóëàâ A1.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü β = b1b2 . . . bk (k > 2, bi ∈ Σ). Ïðåäïîëàãà-åì, ÷òî íå âñå bi îäèíàêîâû.Â ñèëó óñëîâèÿ α1α2 6= λ, õîòÿ áû îäíî èç α1, α2 íå ÿâëÿåòñÿïóñòûì ñëîâîì. Äîïóñòèì α1 6= λ. Ïðîèçâåäåì çàìåíó

A = α1b1b2 . . . bkα2 = (α1b1 ∨ α1b1)b2 . . . bkα2 (2)I ñëó÷àé. β ⊲ α1b1Òàêîå âîçìîæíî, åñëè b1 = bk. Â òàêîì ñëó÷àå α1b1 ≡
α′
1b1b2 . . . bk äëÿ íåêîòîðîãî α′

1. Ïðè ýòîì β ⋫ α′
1, èíà÷å β âõî-äèëî áû â α1.a) α′

1 6= λÇàìåíèì âõîæäåíèå ýòîé ïîä�îðìóëû íà (α′
1b1 ∨ α′

1b1). Âýòîì ñëó÷àå èìååì
α1β = (α′

1b1 ∨ α′
1b1)b2 . . . bkα2.Â ýòîì âûðàæåíèè β ⋫ α′

1b1 è β 6= (α′
1b1 ∨ α′

1b1)b2 . . . bj ,
∀j < k (èíà÷å β âõîäèëî áû â α1).b) α′
1 = λ

α1b1 ≡ b1b2 . . . bk.Òîãäà âìåñòî (2) ñäåëàåì çàìåíó
α1b1b2 . . . bkα2 = (α1b1b2 ∨ α1b1b2)b3 . . . bkα2.Òàêîå âîçìîæíî â ñèëó óñëîâèÿ k > 2. Ïðè ýòîì èìååì

α1b1b2 ≡ b1b2 . . . bkb2. Çàìåíÿåì ýòî âõîæäåíèå íà ïîä�îð-ìóëó b1b2 . . . bk−2(bk−1bkb2 ∨ bk−1bkb2). Â ýòî âûðàæåíèå βâõîäèòü íå ìîæåò (ïî ïðåäïîëîæåíèþ, íå âñå bi îäèíàêî-âû).



Î ðàñïîçíàâàíèè âèðóñîâ â ðåãóëÿðíûõ òåêñòàõ 309II ñëó÷àé. (α1b1 ∨ α1b1)b2 . . . bj = β, j < kÂ ýòîì ñëó÷àå äåëàåì çàìåíó bjbj+1 = (bjbj+1 ∨ bjbj+1).III ñëó÷àé. β ⊲ b2 . . . bkα2Òàêîå âîçìîæíî åñëè b1 = b2 = . . . = bk, α = b1α
′
2.a) α′

2 6= λÄåëàåì çàìåíó α2 = (α2 ∨ α2).a) α′
2 = λÒîãäà A = α1 b1b1 . . . b1

︸ ︷︷ ︸

k+1

.Åñëè α1 6= (b1)
l, òî ñ÷èòàåì, ÷òî A = α′′

1β è ñì. I ñëó÷àé.Ïóñòü α1 = (b1)
l (l < k). Â ýòîì ñëó÷àå A = (b1)

k+l+1,
k+l+1 6 2k. Ïóñòü k+l−1 = (k−1)p+r. Òîãäà ïðåäñòàâèì
A â âèäå
A = (b1b1 . . . b1

︸ ︷︷ ︸

k−1

∨ b1b1 . . . b1
︸ ︷︷ ︸

k−1

)(b1b1 . . . b1
︸ ︷︷ ︸

k−1

∨ b1b1 . . . b1
︸ ︷︷ ︸

k−1

) . . .

. . . (b1b1 . . . b1
︸ ︷︷ ︸

r

∨ b1b1 . . . b1
︸ ︷︷ ︸

r

).Â ýòî âûðàæåíèå íå ìîæåò âõîäèòü β, òàê êàê äëèíà ëþáîéïðîñòîé êîíêàòåíàöèè â íåì ìåíüøå ÷åì äëèíà β. Äëèíàëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ñêîáîê áîëüøå β.Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî α1 = λ. Òîãäà A = b1b2 . . . bkα2. Òîãäà äåëàåìçàìåíó
A = b1b2 . . . bk−1(bkα2 ∨ bkα2).Åñëè β ⊲ bkα2, òî bkα2 = b1b2 . . . bkα

′
2. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿàíàëîãè÷íî ñëó÷àþ α1 6= λ.Òàêèì îáðàçîì A âñåãäà ìîæíî ýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàòü òàê,÷òî β â íåå âõîäèòü íå áóäåò. Ëåììà äîêàçàíà.Òåîðåìà 3. Åñëè B è C � ïðîãðàììû, |C| > 2 è B =

∨m
j=1Bj �êàíîíè÷åñêàÿ çàïèñü ïðîãðàììû B, òî èç ñèëüíîé çàðàæåííîñòè Bâèðóñîì C ñëåäóåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

• Äëÿ íåêîòîðîãî k : Bk ≡ C;
• Âñå Bj(j 6= k) íå èìåþò îáùèõ ñó��èêñîâ è ïðå�èêñîâ ñ C



310 Ì.Â. ÁîëîíêèíÄîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∀i Bi 6= C. Åñëè C íå âõîäèò íè â îäíî èç
Bi, òî ïî Òåîðåìå 1 B íå çàðàæåíî âèðóñîì C.Ïóñòü C ⊲ Bk. Òîãäà Bk = A1CA2, ãäå A1, A2 � ïðîñòûå êîíêàòå-íàöèè, A1A2 6= λ. Ïî Ëåììå 3, âûðàæåíèå Bk ìîæíî ïðåîáðàçîâàòüòàê, ÷òî â íåãî íå áóäåò âõîäèòü ïîä�îðìóëà C, òî åñòü íàéäåòñÿ òàêîåýêâèâàëåíòíîå âûðàæåíèå, êîòîðîå íå áóäåò ñîäåðæàòü ïîä�îðìóëû,ðàâíîé âèðóñó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ñèëüíîé çàðàæåííîñòè ïðî-ãðàììû âèðóñîì. Ñëåäîâàòåëüíî, A1A2 = λ è Bk ≡ C.Ïóñòü íå âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå. Òî åñòü ∃l 6= k òàêîå, ÷òî,
Bl è Bk èìåþò îáùèé ïðå�èêñ äëèíû r > 1 (ñëó÷àé äëÿ ñó��èêñàðàñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

C ≡ Bk = ai1 . . . airair+1 . . . ain

Bl = ai1 . . . airaj1 . . . ajm .Íî òîãäà ïî àêñèîìå A4
Bk ∨Bl = ai1 . . . air(air+1 . . . ain ∨ aj1 . . . ajm)Îáîçíà÷èì A = aj1 . . . ajm . Åñëè C ⊲ A, òî ëèáî A = C, ëèáî

A = α1Cα2, ãäå α1α2 6= λ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïî Ëåììå 3 ìîæíîýêâèâàëåíòíî ïðåîáðàçîâàòü âûðàæåíèå A òàê, ÷òîáû â íåãî íå âõî-äèëà ïîä�îðìóëà, ðàâíàÿ C. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìîæåì âûíåñòè ëþáîéîáùèé ñó��èêñ äëÿ air+1 . . . ain è A. Â èòîãå ïîëó÷åííîå âûðàæåíèåíå áóäåò ñîäåðæàòü ïîä�îðìóëû, ðàâíîé C. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâó-åò âûðàæåíèå, ðàâíîå èñõîäíîé ïðîãðàììå B, â êîòîðóþ íå âõîäèòïîä�îðìóëà, ðàâíàÿ âèðóñó C. ×òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ñèëüíîéçàðàæåííîñòè ïðîãðàììû B âèðóñîì C. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Ïðîèçâîëüíûå ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ áåç èòåðàöèéÒåîðåìà 4. Åñëè B,C � ïðîãðàììû, C =
∨k

j=1Cj � êàíîíè÷åñêàÿ�îðìà âèðóñà, òî B çàðàæåíà âèðóñîì C â òîì è òîëüêî â òîìñëó÷àå, åñëè ñóùåñòâóþò ïðîñòûå êîíêàòåíàöèè A1, A2 òàêèå, ÷òî∨k
j=1A1CjA2 âõîäèò êàê ïîä�îðìóëà â B (êàíîíè÷åñêóþ �îðìó ïðî-ãðàììû B).



Î ðàñïîçíàâàíèè âèðóñîâ â ðåãóëÿðíûõ òåêñòàõ 311Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü B çàðàæåíî âèðóñîì C.Òîãäà ñóùåñòâóåò E = B, òàêîå ÷òî ∃E′ = C, E′ ⊲ E. Ïðåîáðàçóåì
E′ òîæäåñòâåííî, ïîëó÷àåì

E′′ =

k∨

j=1

CjÁóäåì ïðåîáðàçîâûâàòü E ê êàíîíè÷åñêîé �îðìå, ñ÷èòàÿ E′′ çà îäèíñèìâîë. Ïîëó÷èì
E =

n∨

i=1

Eiãäå â îäíî èëè íåñêîëüêî Ei áóäåò âõîäèòü E′′. Ïóñòü, íàïðèìåð, Ek =
A1E

′′A2 (1 6 k 6 n). Ïðèìåíèì àêñèîìû äèñòðèáóòèâíîñòè äëÿ Ek:
Ek = A1(

k∨

j=1

Cj)A2 =
k∨

j=1

A1CjA2Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ñ îñòàëüíûìè Ei, â êîòîðûå âõîäèò E′′. Òàêèìîáðàçîì, â êàíîíè÷åñêóþ �îðìó âõîäèò âûðàæåíèå ∨k
j=1A1CjA2.Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü â êàíîíè÷åñêóþ �îðìó ïðîãðàììû Bâõîäèò ïîä�îðìóëà E′ =

∨k
j=1A1CjA2 (ñóùåñòâóþò òàêèå ïðîñòûåêîíêàòåíàöèè A1, A2).Âûíåñåì çà ñêîáêó A1 è A2, ïîëó÷èì:

E′′ ≡ A1(
k∨

j=1

Cj)A2Òî åñòü ñóùåñòâóåò âûðàæåíèå, ðàâíîå ïðîãðàììå B, êîòîðîå ñîäåð-æèò ïîä�îðìóëó ∨k
j=1Cj , ðàâíóþ âèðóñó C, ñëåäîâàòåëüíî ïðîãðàì-ìà B çàðàæåíà âèðóñîì C. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Òåîðåìà 5. Åñëè B � ïðîãðàììà, C � âèðóñ, B ≡

∨m
i=1Bj ,C ≡

∨k
j=1Cj � êàíîíè÷åñêèå �îðìû ïðîãðàììû è âèðóñà ñîîòâåñòâåííî,òî äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîãðàììà B áûëà ñèëüíî çàðàæåíà âèðóñîì Cíåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ óñëîâèé:1) C ⊲ B;



312 Ì.Â. Áîëîíêèí2) Cj è Bi (1 6 j 6 k, 1 6 i 6 m) ëèáî ñîâïàäàþò ëèáî íå èìåþòîáùèõ ñó��èêñîâ è ïðå�èêñîâ.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü C ⊲ B. Òîãäà ìîæåìïðåäñòàâèòü B â âèäå
B = C ∨Bi1 ∨ . . . ∨Bim−k

.Ëþáûå òîæäåñòâåííûå èçìåíåíèÿ C îñòàâëÿþò åãî ðàâíûì C. Íè îä-íî èç Cj íå ðàâíî Bil (1 6 l 6 n− k).
B = C1 ∨ C2 ∨ . . . ∨ Ck ∨Bi1 ∨ . . . ∨Bim−k

.Ëþáîå ∃B′ = B ìîæíî ïîëó÷èòü èç B ñ ïîìîùüþ àêñèîì A1�A6 èïðàâèëà âûâîäà R1. A1�A3 íå âëèÿþò íà âîçìîæíîñòü âõîæäåíèÿ Cêàê ïîä�îðìóëû. A4 è A5 íå ìîæåì ïðèìåíèòü, òàê êàê íåò îáùèõñó��èêñîâ è ïðå�èêñîâ ñîîòâåñòâåííî. A6 ïðèìåíèòü íåâîçìîæíî,òàê êàê êàíîíè÷åñêàÿ �îðìà óæå èçáàâëåíà îò ïîä�îðìóë âèäà A∨A.Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó-÷àåì âûðàæåíèå B′, â êîòîðîå ìîæåò âõîäèòü êàê ïîä�îðìóëà âèðóñ
C èëè ðàâíûå åìó âûðàæåíèÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîãðàììà B ñèëü-íî çàðàæåíà âèðóñîì C.Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü B ñèëüíî çàðàæåíî âèðóñîì C. Òîãäà, ïîîïðåäåëåíèþ, ∃C ′ = C, C ′ ⊲ B.Ïîä�îðìóëàìè B ìîãóò áûòü ëèáî ïðîñòûå, êîíêàòåíàöèè ëèáîâûðàæåíèÿ âèäà Bi1 ∨ . . . ∨Biq . Åñëè C ′ � ïðîñòàÿ êîíêàòåíàöèÿ, òîèç Òåîðåìû 3 ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå. Âî âòîðîì ñëó÷àå
C ′ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ïðîñòûõ êîíêàòåíàöèé, à çíà÷èòñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêîé �îðìîé âèðóñà.Òàêèì îáðàçîì,
B = C ∨Bi1 ∨ . . . ∨Bim−k

= C1 ∨ C2 ∨ . . . ∨Ck ∨Bi1 ∨ . . . ∨Bim−k
.Äîïóñòèì, Cs èìååò îáùèé ïðå�èêñ ñ Bis , îáîçíà÷èì ýòîò ïðå�èêñ

Cs⌋. Òîãäà ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå çàìåíîé Cs∨Bis íà Cs⌋(⌊Cs∨⌊Bis),ãäå ⌊Cs, ⌊Bis � ÷àñòè ñëîâ áåç ïðå�èêñà.Òàê êàê ∀l, j Bil 6= Cj , òî Cj óæå íå âõîäèò â ïîëó÷åííîå âûðàæå-íèå. Êðîìå òîãî ∀l Cs⌋(⌊Cs ∨ ⌊Bis) 6= Cl.



Î ðàñïîçíàâàíèè âèðóñîâ â ðåãóëÿðíûõ òåêñòàõ 313Íè îäíà èç ïîä�îðìóë ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ íå ðàâíà C. Äðó-ãèìè ñëîâàìè, ìû ïîëó÷èëè âûðàæåíèå, ðàâíîå B, à ñëåäîâàòåëüíîðàâíîå èñõîäíîé ïðîãðàììå, â êîòîðóþ íå ìîæåò âõîäèòü ïîä�îðìó-ëà, ðàâíàÿ âèðóñó C. Ïðîãðàììà B íå çàðàæåíà ñèëüíî âèðóñîì C.Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå. Ñëó÷àé ñ îáùèìñó��èêñîì äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.4. �åãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ çâåçäíîé ãëóáè-íû 1Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûå âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå îïå-ðàòîð èòåðàöèè (∗). Íàëîæèì îãðàíè÷åíèå íà âëîæåííîñòü � áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî íåò âëîæåííûõ èòåðàöèé, òî åñòü çâåçäíàÿ ãëóáèíà ðàâ-íà 1.Èç àêñèîìû A7 ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåòÒåîðåìà 6. Åñëè B,C � ïðîãðàììà è âèðóñ ñîîòâåñòâåííî, B ñî-äåðæèò ïîä�îðìóëó B1∗ è B1 çàðàæåíî (ñèëüíî çàðàæåíî) âèðóñîì
C, òî B òàê æå çàðàæåíî (ñèëüíî çàðàæåíî) âèðóñîì C.Äîêàçàòåëüñòâî. Â àêñèîìå A7 âûðàæåíèå ñ îïåðàòîðîì èòåðàöèèâõîäèò êàê â ïðàâóþ, òàê è â ëåâóþ ÷àñòè. Ïîýòîìó ïðè ëþáûõ ýê-âèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïðîãðàììû B, ïîä�îðìóëà B1∗ áóäåòâõîäèòü â íåå. Ïóñòü B1 çàðàæåíà âèðóñîì, òîãäà ñóùåñòâóåò ðàâíîåïîä�îðìóëå B1 âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå â êà÷åñòâå ïîä�îðìóëû âû-ðàæåíèå, ðàâíîå âèðóñó. Íî â òàêîì ñëó÷àå äëÿ B òàêæå áóäåò ñóùå-ñòâîâàòü ðàâíîå åìó âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå â êà÷åñòâå ïîä�îðìóëûâûðàæåíèå, ðàâíîå âèðóñó. Îòñþäà ñëåäóåò çàðàæåííîñòü ïðîãðàììû
B âèðóñîì C. Àíàëîãè÷íî, åñëè B1 çàðàæåíà âèðóñîì ñèëüíî, òî èïðîãðàììà B áóäåò çàðàæåíà âèðóñîì C ñèëüíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïóñòü B ñîäåðæèò ïîä�îðìóëó ñ îïåðàòîðîì Êëèíè B1∗. Òîãäà
k-ðàçâåðíóòîé �îðìîé �îðìóëû B ïî ïîä�îðìóëå B1∗ íàçîâåì ðå-çóëüòàò k-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ê ýòîé ïîä�îðìóëå àêñèîìû A7

α∗ = αα ∗ ∨αè çàìåíû ïîä�îðìóëû B1∗ íà íîâûé ñèìâîë b1 /∈ Σ. Òîãäà â ðàñ-øèðåííîì àë�àâèòå Σ′ = Σ ∪ {b1} ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå áóäåò âû-ðàæåíèåì áåç îïåðàòîðà èòåðàöèè. Áóäåì îáîçíà÷àòü k-ðàçâåðíóòóþ



314 Ì.Â. Áîëîíêèí�îðìó âûðàæåíèÿ B ïî âñåì ïîä�îðìóëàì, ñîäåðæàùèì èòåðàöèþ,ñ ïîìîùüþ B(k).Ñëó÷àé ïðîñòîãî âèðóñàÏóñòü âèðóñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòóþ êîíêàòåíàöèþ: C =
ai1ai2 . . . ain .Ëåììà 3. Ïóñòü α, β � ïðîñòûå êîíêàòåíàöèè. Ñóùåñòâóåò ÷èñ-ëî n0 òàêîå, ÷òî åñëè β ⋫ αn0 , òî β ⋫ αn ∀n > n0.Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì n0 =

⌈
|β|
|α|

⌉

+1. Ïóñòü β ⋫ αn0 . Áóäåì ïðî-âåðÿòü âõîæäåíèå ïîä�îðìóëû β â αn, n = n0 + 1. Òàê êàê ïðîñòûåêîíêàòåíàöèè � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ, òî áóäåì ðàññìàò-ðèâàòü èõ êàê ñòðîêè ñèìâîëîâ. Âõîæäåíèå β íå ìîæåò íà÷èíàòüñÿñ ñèìâîëîâ ïîä íîìåðàìè ñ 1 äî |α|n0 − |β|+ 1 (ïî óñëîâèþ). Îäíàêî
|α|n0 − |β| + 1 = |α| ·

⌈
|β|
|α|

⌉

+ |α| − |β| + 1 > |α|, ïîýòîìó ñòðîêà βìîæåò âõîäèòü â ñòðîêó αn íà÷èíàÿ ñ íîìåðà, êîòîðûé íå ìåíüøå
|α| + 1. Íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ñ íîìåðàìè îò |α| + 1 äî
|αn0+1| ñîâïàäàåò ñî ñòðîêîé αn0 . À â íåå β íå âõîäèò. Àíàëîãè÷íî,ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè n íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü âõîæäåíèå β â
|αn|.Ïîêàæåì, ÷òî íåëüçÿ óìåíüøèòü âûáðàííîå n0. Äîïóñòèì, n0 =⌈
|β|
|α|

⌉. Âîçüìåì, íàïðèìåð, α = abc, β = cabcabca â àë�àâèòå Σ =

{a, b, c}. Â ýòîì ñëó÷àå, |α| = 3, |β| = 8, n0 = 3, β ⋫ α3, íî ïðè ýòîì
β ⊲ α4. Ëåììà äîêàçàíà.Ëåììà 4. Åñëè β � ïðîñòàÿ êîíêàòåíàöèÿ, α =

∨k
i=1 αi, ãäå αi �ïðîñòûå êîíêàòåíàöèè, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî n0 òàêîå, ÷òî åñëè

β ⋫ αn0 , òî β ⋫ αn ∀n > n0.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 4 ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà ni äëÿ êàæ-äîãî αi, ÷òî
β ⋫ αni

i → β ⋫ αn
i ∀n > ni.Âûáåðåì

n0 = max
16i6m

ni +







max
16i6m

|αi|

min
16i6m

|αi|







=







|β|

min
16i6m

|αi|







+







max
16i6m

|αi|

min
16i6m

|αi|







.



Î ðàñïîçíàâàíèè âèðóñîâ â ðåãóëÿðíûõ òåêñòàõ 315Ïðåäïîëîæèì, ÷òî β ⋫ αn0 .Ïîñëå ðàñêðûòèÿ αn (n = n0 + 1) ñêîáîê ïî àêñèîìàì A4�A5,âûðàæåíèå ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:
αn =

∨

16i1,i2...in6m

αi1αi2 . . . αin (3)Â ïîäîáíîì ðàçëîæåíèè ñîäåðæàòñÿ âñåâîçìîæíûå ðàçìåùåíèÿ ñ ïî-âòîðåíèÿìè äëèíû n èç ìíîæåñòâà êîíêàòåíàöèé {αi, 1 6 i 6 k}.Ïî Ëåììå 4 β íå áóäåò âõîäèòü â αn
i , ñîäåðæàùèåñÿ â îáúåäè-íåíèè (3). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, β òàê æå íå âõîäèò â êîíêàòåíàöèè

αi1αi2 . . . αin0
(1 6 i1, i2 . . . in0 6 m), âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå αn0

i . �àñ-ñìîòðèì íåêîòîðóþ êîíêàòåíàöèþ αi1αi2 . . . αin , (1 6 i1, i2 . . . in 6 m)èç ðàçëîæåíèÿ (3), îáîçíà÷èì åå γ. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü γ è β êàêñòðîêè. Ïðè ýòîì β íå ìîæåò âõîäèòü â γ íà÷èíàÿ ñ ñèìâîëîâ ïîäíîìåðàìè ñ 1 äî |αi1αi2 . . . αin0
| − |β| + 1 (èíà÷å β âõîäèëà áû â

αi1αi2 . . . αin0
). Çàìåòèì, ÷òî

|αi1αi2 . . . αin0
| − |β|+ 1 > min

16i6m
|αi| · n0 − |β|+ 1 =

= min
16i6m

|αi| ·







|β|

min
16i6m

|αi|







+ min
16i6m

|αi| ·







max
16i6m

|αi|

min
16i6m

|αi|







− |β|+ 1 >

> max
16i6m

|αi|+ 1 > |αi|+ 1, ∀i = 1,mÒàêèì îáðàçîì, âõîæäåíèå β â êîíêàòåíàöèþ γ ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ññèìâîëà ñ íîìåðîì íå ìåíåå |αi1 |+1. À ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâñ íîìåðàìè ñ |αi1 | + 1 ïî |γ| åñòü êîíêàòåíàöèÿ αi2αi3 . . . αin0+1 �êîíêàòåíàöèÿ èç n0 ýëåìåíòîâ, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëîæåíèè äëÿ
αn0 . Ñëåäîâàòåëüíî, β íå ìîæåò âõîäèòü â âûáðàíóþ êîíêàòåíàöèþ
γ. Òàê êàê γ áûëà âûáðàíà ïðîèçâîëüíî, β íå ìîæåò âõîäèòü â αnäëÿ n = n0 + 1.Àíàëîãè÷íî, ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè n íåâîçìîæíî ïîëó÷èòüâõîæäåíèå β â |αn|. Ëåììà äîêàçàíà.Òåîðåìà 7. Åñëè B,C � ïðîãðàììà è âèðóñ ñîîòâåñòâåííî, C �ïðîñòàÿ êîíêàòåíàöèÿ, B ñîäåðæèò ïîä�îðìóëû ñ èòåðàöèÿìè



316 Ì.Â. Áîëîíêèíçâåçäíîé ãëóáèíû íå áîëåå 1, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n0, ÷òîçàðàæåííîñòü ïðîãðàììû B âèðóñîì C ðàâíîñèëüíà çàðàæåííîñòè
B(n0) âèðóñîì C.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B ñîäåðæèò ïîä�îðìóëû B1∗, B2∗, . . . Bk∗.Òàê êàê B1, B2, . . . Bk íå ñîäåðæàò îïåðàòîðîâ èòåðàöèé, ìîæåì ïî-ëó÷èòü èõ êàíîíè÷åñêèå �îðìû B1,B2, . . . ,Bk. Â òàêîì ñëó÷àå â n-ðàçâåðíóòóþ �îðìó âûðàæåíèÿ B ïî ïîä�îðìóëå Bi∗ âìåñòî ýòîéïîä�îðìóëû áóäåò âõîäèòü ïîä�îðìóëà (Bn

i bi ∨B
n−1
i ∨ . . .∨Bi), ãäå

bi ∈ Σ′ � íîâûé ñèìâîë, íà êîòîðûé áûëî çàìåíåíî âûðàæåíèå Bi∗.Ïî ëåììå 5 äëÿ êàæäîãî Bi ñóùåñòâóåò ÷èñëî ni, òàêîå ÷òî
C ⋫ B

ni

i → C ⋫ B
n
i ∀n > ni.Âûáåðåì n0 = max

16i6m
ni. Ïî Ëåììå 5, åñëè C ⋫ B

n0
i , òî äëÿ âñåõ n > n0âèðóñ C íå áóäåò âõîäèòü â B

n
i . Òàê êàê bi /∈ Σ (1 6 i 6 k), íîâûåñèìâîëû íå áóäóò âëèÿòü íà âîçìîæíîñòü âõîæäåíèÿ C â B(n0). Òàêîìîáðàçîì, åñëè C⊲B(n0), òî C⊲B(n) ∀n > n0 è íàîáîðîò, åñëè C ⋫ B(n0),òî C ⊲ B(n) ∀n > n0. Êðîìå òîãî, åñëè C ⊲ B(m), 0 6 m < n0, òî C ⊲

B(n0). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîãðàììà çàðàæåíà âèðóñîì, òî èì áóäåòçàðàæåíà n0-ðàçâåðíóòàÿ �îðìà ïî âñåì ïîä�îðìóëàì, ñîäåðæàùèìçâåçäî÷êó. Åñëè çàðàæåíà n0-ðàçâåðíóòàÿ �îðìà, òî çàðàæåíà è ñàìàïðîãðàììà, òàê êàê B(n0) = B â àë�àâèòå Σ′. Òåîðåìà äîêàçàíà.Òåîðåìà 7 äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü íå áåñêîíå÷íîå ìíî-æåñòâî ðàâíûõ ïðîãðàììå B âûðàæåíèé, à êîíå÷íîå âûðàæåíèå áåçîïåðàòîðîâ èòåðàöèè è ïðèìåíÿòü ê íåé ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãîðàçäåëà.5. Îá àëãîðèòìè÷åñêîé ðàçðåøèìîñòèÎñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿÒåîðåìà 8. Ïóñòü âèðóñû è ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåãó-ëÿðíûå âûðàæåíèÿ áåç îïåðàòîðà èòåðàöèè. Òîãäà ñóùåñòâóåò àë-ãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî âèðóñà C è äëÿ ëþáîé ïðîãðàììû Bîïðåäåëÿåò åå çàðàæåííîñòü èëè íåçàðàæåííîñòü.



Î ðàñïîçíàâàíèè âèðóñîâ â ðåãóëÿðíûõ òåêñòàõ 317Äîêàçàòåëüñòâî. Îñíîâûâàåòñÿ íà Òåîðåìå 1 è Òåîðåìå 4 è Ëåììåîá èíâàðèàíòíîñòè.Ëþáûå çàäàííûå ïðîãðàììó è âèðóñ ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷å-ñêîé �îðìå. Ïðè ýòîì, ïî Ëåììå 1, ñâîéñòâî çàðàæåííîñòè ñîõðàíèò-ñÿ. Ïîëó÷åíèå êàíîíè÷åñêîé �îðìû ðåãóëÿðíîãî âûðàæåíèÿ � àëãî-ðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîìïðèìåíåíèè àêñèîì äèñòðèáóòèâíîñòè A4�A5 ê âûðàæåíèþ. Ïðîâåð-êà âõîæäåíèÿ ïðîñòîé êîíêàòåíàöèè â �îðìóëó ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéçàäà÷ó ïîèñêà ïîäñòðîêè â ñòðîêå, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíû àëãîðèòìûðåøåíèÿ [8℄. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ çàðàæåííîñòè âè-ðóñîì äëÿ äàííîãî êëàññà ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé àëãîðèòìè÷åñêèðàçðåøèìà.Àíàëîãè÷íî, èç Òåîðåìû 5 ñëåäóåòÒåîðåìà 9. Ïóñòü âèðóñû è ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåãó-ëÿðíûå âûðàæåíèÿ áåç îïåðàòîðà èòåðàöèè. Òîãäà ñóùåñòâóåò àë-ãîðèòì, êîòîðûé äëÿ ëþáîãî âèðóñà C è äëÿ ëþáîé ïðîãðàììû Bîïðåäåëÿåò ñòåïåíü çàðàæåííîñòè ïðîãðàììû B âèðóñîì C.6. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàçäåëå 6 äîêàçàíà àëãîðèòìè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü ïðîáëåìûðàñïîçíàâàíèÿ çàðàæåííîñòè ïðîãðàììû âèðóñîì äëÿ êëàññà ðåãó-ëÿðíûõ âûðàæåíèé áåç îïåðàòîðà èòåðàöèè. Êðîìå òîãî, äîêàçàíêðèòåðèé çàðàæåííîñòè äëÿ îïðåäåëåííîãî êëàññà âûðàæåíèé, ñî-äåðæàùèõ îïåðàòîð èòåðàöèè. �àññìîòðåíû êðèòåðèè ñèëüíîé çàðà-æåííîñòè äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ âûðàæåíèé áåç èòåðàöèé. Ïðè ýòîìâñå êðèòåðèè ëåãêî ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû â ñîîòâåñòâóþùèå àë-ãîðèòìû ðàñïîçíàâàíèÿ.Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â äàëüíåéøåìèçó÷åíèè ðàñïîçíàâàíèÿ çàðàæåííîñòè, êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â íà-õîæäåíèè êðèòåðèåâ ñèëüíîé è ñëàáîé çàðàæåííîñòè äëÿ âèðóñîâ ñîïåðàòîðîì èòåðàöèè, â èññëåäîâàíèè ñâîéñòâà çàðàæåííîñòè äëÿ áî-ëåå ñëîæíûõ êëàññîâ ïðîãðàìì � ðåãóëÿðíûõ âûðàæåíèé çâåçäíîéãëóáèíû áîëüøå 1. Äðóãîå âîçìîæíîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé �óëó÷øåíèå àëãîðèòìîâ ðàñïîçíàâàíèÿ, ïîâûøåíèå èõ âû÷èñëèòåëü-íîé ý��åêòèâíîñòè.
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