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В работе рассматриваются системы вида M = F ∪�, где F —

некоторый класс Поста, а � — конечная система дефинитных

автоматов. Выделены некоторые классы Поста, для которых

проблема A-полноты для систем вида F ∪ � алгоритмически

разрешима.

Введение

В работах [10, 3] установлена алгоритмическая неразрешимость
задач о полноте и A-полноте относительно операций суперпозиции и
обратной связи для конечных систем автоматных функций. Для си-
стем автоматов, содержащих все булевы функции, указанные задачи
алгоритмически разрешимы [4]. Д.Н. Бабин исследовал на полноту
и A-полноту системы вида F ∪ �, где F — некоторый класс Поста, а
� — конечная система автоматных функций. Ему удалось построить
классификацию классов Поста по их способности гарантировать раз-
решимость проблемы полноты для конечных систем автоматов. Ока-
залось, что проблемы полноты и A-полноты для систем вида F ∪ �
разрешимы точно тогда, когда F содержит либо функцию x+ y + z,
либо функцию xy ∨ yz ∨ xz [6].

Похожие результаты были получены для дефинитных автоматов.
Было показано, что в классе дефинитных автоматов задачи о полно-
те и A-полноте относительно операции суперпозиции алгоритмически
неразрешимы [7]. Ранее автор показал, что для систем дефинитных
автоматов вида P2 ∪ � существует алгоритм проверки на полноту и
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A-полноту таких систем автоматов [8]. Для каждого конечного � он
заключается в проверке непринадлежности � конечному числу пред-
полных классов. Естественно исследовать на A-полноту системы вида
F ∪�, где F — некоторый класс Поста, а � — конечная система дефи-
нитных автоматов. Возникает разделение классов Поста на сильные
и слабые по их способности гарантировать разрешимость проблемы
A-полноты для дефинитных автоматов. В данной работе выделены
сильные классы Поста.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю
Кудрявцеву В.Б. за оказанную помощь и поддержку в исследовании
задачи и написании данной работы.

1. Основные понятия и результаты

Пусть ℕ = {1, 2, 3, . . .} — множество всех натуральных чисел,
ℕ0 = ℕ∪{0}, E2 = {0, 1}, E2

l — множество всех слов длины l в алфа-
вите E2, E — множество всех бесконечных последовательностей нулей
и единиц. Далее такие последовательности называем сверхсловами.
Множество En состоит из всех наборов (�1, �2, . . . , �n), где �i ∈ E.
Если a, b ∈ E2, то a — отрицание a, a∨ b — дизъюнкция a и b, a&b —
конъюнкция a и b, a + b — сложение по модулю 2. Множество всех
булевых функций будем обозначать P2.

Пусть � — слово или сверхслово, тогда �(n) — n-ый элемент �.
Обозначим через ∣�∣ длину слова �; для сверхслова � будем пола-
гать, что ∣�∣ = ∞. Для слова �, такого что ∣�∣ ⩾ k, определим
[k� = �(∣�∣ − k + 1) . . . �(∣�∣ − 1)�(∣�∣). Для слова или сверхслова �,
такого что ∣�∣ ⩾ k положим ]k� = �(1)�(2) . . . �(k), [l]k� = �(k− l+1)
�(k − l + 2) . . . �(k). Для произвольного слова � определим слово
�s = �� . . . �︸ ︷︷ ︸

s

и cверхслово �∞ = ��� . . . .

Функция T : En → E называется дефинитным автоматом с n
входами высоты ℎ, если существуют функции fj : (E2

j)
n
→ E2 (j =

1, 2, 3, . . . , ℎ), такие что для любых x1, x2, . . . , xn ∈ E выполняется:

T (x1, x2, . . . , xn)(1) = f1(]1x1, ]1x2, . . . , ]1xn),
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T (x1, x2, . . . , xn)(2) = f2(]2x1, ]2x2, . . . , ]2xn),

⋅ ⋅ ⋅

T (x1, x2, . . . , xn)(ℎ) = fℎ(]ℎx1, ]ℎx2, . . . , ]ℎxn),

T (x1, x2, . . . , xn)(ℎ+ 1) = fℎ([ℎ]ℎ+1x1, [ℎ]ℎ+1x2, . . . , [ℎ]ℎ+1xn),

⋅ ⋅ ⋅

T (x1, x2, . . . , xn)(ℎ+ i) = fℎ([ℎ]ℎ+ix1, [ℎ]ℎ+ix2, . . . , [ℎ]ℎ+ixn),

⋅ ⋅ ⋅

Таким образом, согласно нашему определению автомат высоты ℎ
является также автоматом высоты ℎ+1. Элемент T (x1, x2, . . . , xn)(j)
будем называть элементом на выходе автомата T в момент времени
j, а xi(j) — элементом, подаваемым на i-ый вход в момент времени
j. Для j = 1, . . . , ℎ − 1 функция fj определяет элемент на выходе
автомата T в момент времени j, а функция fℎ определяет элемент на
выходе автомата, начиная с момента времени ℎ.

Пусть T — автомат высоты ℎ. Для p ∈ ℕ определим функцию
T p : (E2

p)n → E2. Если p ⩽ ℎ, то положим

T p(�1, �2, . . . , �n) = fp(�1, �2, . . . , �n).

Для p > ℎ положим

T p(�1, �2, . . . , �n) = fℎ([ℎ�1, [ℎ�2, . . . , [ℎ�n).

Таким образом, для любого s функция T s определяет элемент на
выходе автомата T в момент времени s.

Функции fj, где j = 1, . . . , ℎ, будем называть порождающи-
ми. Нетрудно убедиться, что для задания дефинитного автомата
необходимо задать высоту автомата и порождающие функции. Для
p ⩽ ℎ функции T p также будем называть порождающими. Доопре-
делим естественным образом каждый автомат на словах длины p.
Будем полагать, что для любых �1, �2, . . . , �n ∈ E2

p выполняется
T (�1, �2, . . . , �n) = �, где � ∈ E2

p и �(s) = T s(]s�1, ]s�2, . . . , ]s�n) для
любого s ⩽ p.

Множество всех дефинитных автоматов обозначим Pa. Для T ∈
Pa через ℎ(T ) обозначим наименьшую высоту автомата ℎ, через n(T )
обозначим количество входов автомата T. Множество всех автоматов
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высоты не более ℎ обозначим Pa
ℎ. Ясно, что каждой булевой функции

из P2 соответствует дефинитный автомат высоты 1. Будем использо-
вать стандартные обозначения для автоматов из Pa

1, а именно: x,
x&y = xy, x∨y, x+y — дефинитные автоматы T1, T2, T3 и T4 высоты
1, такие что выполняется T 1

1 (�) = �, T 1
2 (�, �) = �&�, T 1

3 (�, �) = �∨�,
T 1
4 (�, �) = �+ �.

Автомат Sc высоты 2 с одним входом, для которого S1
c (�) = c,

S2
c (�) = �(1), назовём задержкой с начальным состоянием c.

Пусть M ⊆ Pa. Фиксируем некоторое счётное множество U =
{u1, u2, u3, . . .}, элементы которого будем называть переменными. Ин-
дуктивно определим понятие терма над множеством M :

1) Если u ∈ U, то u — терм над M.

2) Если F — автомат с n ∈ ℕ входами, F ∈ M, �1, �2, . . . , �n —
термы над M, то выражение F (�1, �2, . . . , �n) — терм над M.

Термы, отличные от переменных, назовём собственными. Пусть
� — произвольный терм, (x1, x2, . . . , xm) — набор попарно различных
переменных, содержащий все переменные, использованные при по-
строении терма �. Тогда через �(x1, x2, . . . , xm) обозначим функцию
� : Em → E, определяемую индуктивно:

1) Если � = xc — переменная,  = (1, 2, . . . , m) ∈ Em, то опре-
делим

�(x1, x2, . . . , xm)() = c.

2) Если � = F (�1, �2, . . . , �n),  = (1, 2, . . . , m) ∈ Em, то опреде-
лим

�(x1, x2, . . . , xm)() =

= F (�1(x1, x2, . . . , xm)(), . . . , �n(x1, x2, . . . , xm)()).

О функции T, такой что T = �(x1, x2, . . . , xm) для некоторого соб-
ственного терма � над множеством M, будем говорить, что она по-
лучена термальными операциями из дефинитных автоматов множе-
ства M. Нетрудно проверить, что функция T также будет дефинит-
ным автоматом, поэтому мы можем ввести на множестве Pa оператор
замыкания [ ] относительно термальных операций — такое отображе-
ние, которое каждому множеству M ⊆ Pa сопоставляет множество
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[M ] всех автоматов, которые можно получить термальными опера-
циями из автоматов множества M. Определённый выше оператор за-
мыкания также известен как оператор замыкания относительно опе-
рации суперпозиции [9].

Множество M называется замкнутым, если [M ] = M ; множество
M называется полным, если [M ] = Pa. Пусть � ∈ ℕ, cкажем, что
автоматы T1 и T2 с n входами � -равны, если для любого i ⩽ � выпол-
няется T i

1 = T i
2. Обозначим через [M ]� множество всех дефинитных

автоматов, � -равных получающимся из M с помощью термальных
операций. Множество M называется A-полным, если [M ]� = Pa для

любого �. Определим [M ]A =
∞∩
�=1

[M ]� . Проблема A-полноты для Pa

состоит в описании всех A-полных множеств M. Множество M назы-
вается A-замкнутым, если [M ]A = M ; M называется A-предполным,
если [M ]A ∕= Pa и для любой f /∈ M выполняется [M ∪ {f}]A = Pa.

Нетрудно заметить, что дефинитные автоматы — это все авто-
маты, которые можно получить с помощью термальных операций из
автоматов из P2 и задержки. Другими словами [P2∪Sc] = Pa, где Sc —
задержка с начальным состоянием c. Отсюда, в частности, следует,
что [{x ∨ y, Sc}] = Pa.

Постом полностью описаны все замкнутые относительно операции
суперпозиции классы булевых функций [1, 2]. Все они конечнопорож-
денные и образуют счётную решетку по включению.

Пусть F — замкнутый класс булевых функций. Определим про-
блему А-ПОЛНОТА(F ): дана конечная система � дефинитных авто-
матов, заданных своими порождающими функциями; требуется уста-
новить, A-полна ли система F ∪�. Ранее было показано, что для верх-
него элемента решётки F = P2 проблема А-ПОЛНОТА(F ) алгорит-
мически разрешима [8], а для нижнего элемента решетки проблема
А-ПОЛНОТА(F ) алгоритмически неразрешима [7].

Нетрудно убедиться, что если F ⊆ F ′ и проблема А-ПОЛНО-
ТА(F ) алгоритмически разрешима, то А-ПОЛНОТА(F ′) также алго-
ритмически разрешима. Аналогично, если F ∗ — класс, двойственный
к F относительно замены 0 на 1, и проблема А-ПОЛНОТА(F ) алго-
ритмически разрешима, то А-ПОЛНОТА(F ∗) также алгоритмически
разрешима.
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Воспользуемся обозначениями из [1]. Для � ⩾ 2

ℎ�(x1, x2, . . . , x�+1) =

�+1⋁

i=1

x1x2 . . . xi−1xi+1 . . . x�+1,

ℎ∗� — функция, двойственная к ℎ�. В частности

ℎ2(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x2x3 ∨ x1x3.

F 3
2 = [{ℎ∗3}], F

3
6 = [{ℎ3}], D2 = [{ℎ2}], L4 = [{x+ y + z}].

Теорема 1. Проблема А-ПОЛНОТА(F ) алгоритмически разреши-
ма для каждого F ∈ {F 3

2 , F
3
6 ,D2, L4}.

2. Основные утверждения

Определение 1. Говорим, что автомат c n входами T ∈ Pa со-
храняет C ⊆ E2

p, если для любых �1, �2, . . . , �n ∈ C выполняется
T (�1, �2, . . . , �n) ∈ C.

Определение 2. Говорим, что автомат c n входами T ∈ Pa сохраняет
C ⊆ E2

p×E2
p, если для любых (�1, �1), . . . , (�n, �n) ∈ C выполняется

(T (�1, . . . , �n), T (�1, . . . , �n)) ∈ C.

Для C ⊆ E2
p, либо C ⊆ E2

p × E2
p через U(C) обозначим класс

всех автоматов, сохраняющих C.
Снова воспользуемся обозначениями из [1].
D3 ⊂ P2, D3 = [{xy∨xz∨yz}] — множество всех самодвойственных

функций в P2.
L1 ⊂ P2, L1 = [{x+ y, 1}] — множество всех линейных функций в

P2.
A1 ⊂ P2, A1 = [{x ∨ y, xy, 0, 1}] — множество всех монотонных

функций в P2.
Пусть p ∈ ℕ, �1, �2, . . . , �n ∈ E2

p−1, T — дефинитный автомат с n
входами. Тогда через T p,(�1,�2,...,�n) обозначим функцию из P2, такую
что

T p(�1b1, . . . , �nbn) = T p,(�1,�2,...,�n)(b1, b2, . . . , bn)

для любых b1, b2, . . . , bn ∈ E2.
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Определим семейства, которые нам понадобятся в дальнейшем.
1) Рассмотрим два семейства классов

C̃ = {U(C)∣∃p,C ⊂ E2
p,∀� ∈ E2

p−1∃b ∈ E2 (�b ∈ C)}

C̃ℎ = {U(C)∣∃p ⩽ ℎ,C ⊂ E2
p,∀� ∈ E2

p−1∃b ∈ E2 (�b ∈ C)}

2) Для p ⩾ 2 определим класс S̃p ⊆ Pa. Пусть C ⊆ E2
p ×E2

p,

C = {(�, �)∣]p−2� =]p−2�, �(p) = �(p)}.

Тогда S̃p = U(C). Легко проверить, что S̃p — множество автоматов,
у которых выход в момент времени p не зависит от входа в момент
времени p− 1. Пусть

S̃ = {S̃p∣p ⩾ 2},

S̃ℎ = {S̃p∣2 ⩽ p ⩽ ℎ}.

3) Для p ⩾ 1 определим класс D̃p ⊆ Pa.

T ∈ D̃p ⇔ ∀�1, . . . , �n ∈ E2
p−1(T p,(�1,...,�n) ∈ D3).

То есть, D̃p — множество всех автоматов, у которых выход в момент
времени p самодвойственно зависит от входа в момент времени p.
Пусть

D̃ = {D̃p∣p ⩾ 1}.

D̃ℎ = {D̃p∣1 ⩽ p ⩽ ℎ}.

4) Для p ⩾ 1 определим класс L̃p ⊆ Pa.

T ∈ L̃p ⇔ ∀�1, . . . , �n ∈ E2
p−1(T p,(�1,...,�n) ∈ L1).

То есть, L̃p — множество всех автоматов, у которых выход в момент
времени p линейно зависит от входа в момент времени p. Пусть

L̃ = {L̃p∣p ⩾ 1}.

L̃ℎ = {L̃p∣1 ⩽ p ⩽ ℎ}.
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5) Для p ⩾ 1 определим класс Ãp ⊆ Pa.

T ∈ Ãp ⇔ ∀�1, . . . , �n ∈ E2
p−1(T p,(�1,...,�n) ∈ A1).

То есть Ãp — множество всех автоматов, у которых выход в момент
времени p монотонно зависит от входа в момент времени p. Пусть

Ã = {Ãp∣p ⩾ 1}.

Ãℎ = {Ãp∣1 ⩽ p ⩽ ℎ}.

6) Для p ⩾ 2 определим класс K̃p ⊆ Pa. Пусть Kp ⊆ E2
p × E2

p,

Kp = {(�ab, �cd)∣� ∈ E2
p−2, a, b, c, d ∈ E2 (a+ b = c+ d)}.

Тогда K̃p = U(Kp). Пусть

K̃ = {K̃p∣p ⩾ 2}.

K̃ℎ = {K̃p∣2 ⩽ p ⩽ ℎ}.

Обозначим W̃ = C̃ ∪ S̃ ∪ D̃ ∪ L̃ ∪ Ã ∪ K̃.

Утверждение 1. Каждый класс из W̃ является A-предполным
классом.

Следует отметить, что эти семейства A-предполных классов ранее
исследовались В.А. Буевичем для конечных автоматов [5].

Утверждение 2. Пусть M ⊆ Pa, x+y+z ∈ M, тогда M — A-полно

тогда и только тогда, когда для любого V ∈ W̃ выполняется M ∕⊆ V.

Утверждение 3. Пусть M⊆Pa, ℎk∈M, k⩾2, тогда M — A-полно

тогда и только тогда, когда для любого V ∈ W̃ выполняется M ∕⊆ V.

Обозначим W̃ ℎ
1 = C̃22ℎ+1+4ℎ ∪ S̃ℎ ∪ D̃ℎ ∪ L̃ℎ ∪ K̃ℎ+1.

Утверждение 4. Пусть M ⊆Pa
ℎ, x+y+z ∈ M, тогда M — A-пол-

но тогда и только тогда, когда для любого V ∈ W̃ ℎ
1 выполняется

M ∕⊆ V.
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Обозначим W̃ ℎ
2 = C̃3ℎ+3ℎ ∪ S̃ℎ ∪ D̃ℎ ∪ Ãℎ.

Утверждение 5. Пусть M ⊆ Pa
ℎ, ℎ2 ∈ M, тогда M — A-полно

тогда и только тогда, когда для любого V ∈W̃ ℎ
2 выполняется M ∕⊆V.

Обозначим W̃ ℎ
3 = C̃4ℎ⋅28ℎ

2
+4ℎ ∪ S̃ℎ ∪ Ãℎ.

Утверждение 6. Пусть M ⊆ Pa
ℎ, ℎ3

∗ ∈ M, тогда M — A-полно

тогда и только тогда, когда для любого V ∈W̃ ℎ
3 выполняется M ∕⊆V.

Доказательство теоремы 1. Для определённости положим F =
D2. Пусть дана конечная система � дефинитных автоматов. Выбе-
рем ℎ так, чтобы � ⊆ Pa

ℎ. Из утверждения 5 следует, что F ∪ � —

A-полно тогда и только тогда, когда для любого V ∈ W̃ ℎ
2 выполняет-

ся {ℎ2}∪� ∕⊆ V. Для каждого V ∈ W̃ ℎ
2 существует алгоритм проверки

принадлежности {ℎ2}∪� множеству V, а множество W̃ ℎ
2 конечно. Зна-

чит, проблема А-ПОЛНОТА(F ) алгоритмически разрешима. Теорема
доказана.

3. Доказательство утверждений

Лемма 1. Для любого C ⊆ E2
p множество U(C) A-замкнуто.

Доказательство. Сначала покажем, что класс U(C) замкнут. Пусть
автомат T реализуется термом

T0(T1(x1, x2, . . . , xn), . . . , Tm(x1, x2, . . . , xn)).

Рассмотрим произвольные �1, �2, . . . , �n ∈ C.
Пусть Ti(�1, �2, . . . , �n) = �i ∈ C для i ∈ {1, 2, . . . ,m}. Так как

T0 ∈ U(C), то T0(�1, �2, . . . , �m) =  ∈ C. Значит T (�1, �2, . . . , �n) =
 ∈ C и T ∈ U(C). То есть [U(C)] = U(C).

Но очевидно, что если автоматы Q1 и Q2 p-равны и Q1 ∈ U(C),
то Q2 ∈ U(C). Значит [U(C)]p ⊆ U(C). Тогда

U(C) ⊆ [U(C)]A ⊆ [U(C)]p ⊆ U(C)

и [U(C)]A = U(C). Лемма установлена.

Следующая лемма доказывается полностью аналогично.
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Лемма 2. Для любого C ⊆ E2
p×E2

p множество U(C) A-замкнуто.

Для d ∈ E2, q ∈ ℕ определим Cd,q = {� ∈ E2
q∣�(q) = d}. U(Cd,q)

можно понимать, как класс всех автоматов, сохраняющих d в момент
времени q. Пусть

C̃d = {U(Cd,q)∣q ⩾ 1},

C̃ℎ
d = {U(Cd,q)∣1 ⩽ q ⩽ ℎ}.

Лемма 3. Пусть C ⊂ E2
p, причём для любого � ∈ E2

p−1 существу-
ет b ∈ E2, такое что �b ∈ C, тогда M = U(C) — A-предполный
класс в Pa.

Доказательство. Из леммы 1 следует, что [M ]A = M. Так как C ∕=
E2

p, то найдётся автомат T ∈ Pa, такой что T (x) = �0∞ для любого
x ∈ E, где � ∈ E2

p, � /∈ C. Тогда T /∈ M и M ∕= Pa.
Теперь докажем, что для произвольного автомата с n выходами

T /∈ M выполняется [M ∪ {T}] = Pa. Так как T /∈ M, то существу-
ют �1, �2, . . . , �n ∈ C такие что T (�1, �2, . . . , �n) /∈ C. Для любого i
рассмотрим автомат с одним входом Ti, такой что Ti(x) = �i0

∞ для
любого x ∈ E. Легко проверить, что Ti ∈ M для любого i.

Пусть Q ∈ Pa, Q — автомат с n входами. Покажем, что Q ∈
[M ∪ {T}]. Положим ℎ = max(p + 1, ℎ(Q)). Определим автомат Q0

высоты ℎ с n+ 1 входом. Пусть

Qs
0(�1, �2, . . . , �n, �n+1) = Qs(�1, �2, . . . , �n),

если s ∕= p, либо s = p и �n+1 /∈ C; иначе выберем для  =
]p−1Q(�1, �2, . . . , �n) такое b , что b ∈ C и положим

Qs
0(�1, �2, . . . , �n, �n+1) = b .

Легко проверить, что Q0 ∈ M и

Q(x1, x2, . . . , xn) = Q0(x1, x2, . . . , xn, T (T1(x1), T2(x1), . . . , Tn(x1))).

Значит Q ∈ [M ∪ {T}] и [M ∪ {T}] = Pa. Лемма доказана.

Лемма 4. S̃p — A-предполный класс в Pa.
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Доказательство. Из леммы 2 следует, что [S̃p]A = S̃p. Нетрудно
убедиться, что единичная задержка с начальным состоянием 0 не
принадлежит S̃p, значит S̃p ∕= Pa.

Теперь докажем, что для произвольного автомата с n выходами
T /∈ S̃p выполняется [S̃p ∪ {T}] = Pa. По определению S̃p = U(C), где
C ⊆ E2

p × E2
p,

C = {(�, �)∣]p−2� =]p−2�, �(p) = �(p)}.

Так как T /∈ S̃p, то существуют пары (�1, �1), . . . , (�n, �n) ∈ C, такие
что

T (�1, �2, . . . , �n) = , T (�1, �2, . . . , �n) = �,

причём (, �) /∈ C. Значит (p) ∕= �(p). Для определённости будем
считать, что (p) < �(p). Для каждого i определим автомат с одним
входом Ti : Ti(�) = �i0

∞, если �(p − 1) = 0; и Ti(�) = �i0
∞, если

�(p−1) = 1. Легко проверить, что Ti ∈ S̃p для любого i. Пусть R(x) =
T (T1(x), T2(x), . . . , Tn(x)). Тогда Rp(�) = �(p−1) для любого � ∈ E2

p.

Определим Q — автомат с двумя входами высоты p + 1:
Q1(a, b) = 1; Qs(�, �) = �(s − 1) для s ∕= p и s ⩾ 2; Qp(�, �) = �(p).

Нетрудно убедиться, что Q ∈ S̃p. Автомат G(x) = Q(x,R(x)) ∈

[S̃p ∪ {T}] является единичной задержкой с начальным состоянием

1. Легко проверить, что P2 ⊂ S̃p. Значит [S̃p∪{T}] ⊇ [P2 ∪{G}] = Pa.
Лемма доказана.

Лемма 5. D̃p — A-предполный класс в Pa.

Доказательство. Покажем, что класс D̃p A-замкнут. Пусть автомат
T реализуется термом

T0(T1(x1, x2, . . . , xn), . . . , Tm(x1, x2, . . . , xn)).

Рассмотрим произвольное r = (�1, �2, . . . , �n) ∈ (E2
p−1)n. Пусть

Ti(r) = �i для любого i ∈ {1, 2, . . . ,m}, r0 = (�1, �2, . . . , �m). Легко
проверить, что для любых b1, b2, . . . , bn ∈ E2 выполняется

T p,r(b1, b2, . . . , bn) = T p,r0
0 (T p,r

1 (b1, b2, . . . , bn), . . . , T
p,r
m (b1, b2, . . . , bn)).
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Так как T p,r0
0 , T p,r

1 , T p,r
2 , . . . , T p,r

m ∈ D3, а класс D3 замкнут в P2, то

T p,r ∈ D3. То есть [D̃p] = D̃p. Но очевидно, что если автоматы Q1 и

Q2 p-равны и Q1 ∈ D̃p, то Q2 ∈ D̃p. Значит [D̃p]p ⊆ D̃p. Тогда

D̃p ⊆ [D̃p]A ⊆ [D̃p]p ⊆ D̃p

и [D̃p]A = D̃p.

Константа 0 не принадлежит D̃p, значит D̃p ∕= Pa.
Теперь докажем, что для произвольного автомата с n выходами

T /∈ D̃p выполняется [D̃p ∪ {T}] = Pa.

Так как T /∈ D̃p, то существуют �1 . . . , �n ∈ E2
p−1, b1 . . . , bn ∈ E2,

d ∈ E2, такие что

T (�1b1, �2b2, . . . , �nbn) = T (�1b1, �2b2, . . . , �nbn) = d,

Для каждого i определим автомат с одним входом Ti : Ti(�) =
�ibi0

∞, если �(p) = 0; и Ti(�) = �ibi0
∞, если �(p) = 1. Легко прове-

рить, что Ti ∈ D̃p для любого i.
Пусть R(x) = T (T1(x), T2(x), . . . , Tn(x)). Нетрудно убедиться, что

Rp(�) = d для любого � ∈ E2
p.

Определим Q — автомат с одним входом высоты p+1 : Qs(�) = d

для s ∕= p; Qp(�) = �(p). Легко проверить, что Q ∈ D̃p. Автомат

G(x) = Q(R(x)) ∈ [D̃p ∪ {T}] является константой d. Теперь рассмот-
рим автомат Q0(x1, x2) = S0(x1)+x2+d, где S0 — единичная задержка

с начальным состоянием 0. Нетрудно убедиться, что Q0 ∈ D̃p.
Легко проверить, что S0(x) = Q0(x,G(x)), значит S0 принадлежит

[D̃p∪{T}]. Учитывая, что D3 ⊂ D̃p, [D3∪{d}] = P2 и [P2∪{S0}] = Pa,

получаем [D̃p ∪ {T}] = Pa. Лемма доказана.

Следующие две леммы доказываются аналогично.

Лемма 6. L̃p — A-предполный класс в Pa.

Лемма 7. Ãp — A-предполный класс в Pa.

Лемма 8. K̃p — A-предполный класс в Pa.
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Доказательство. Из леммы 2 следует, что [K̃p]A = K̃p. Рассмот-
рим автомат T0 высоты p с одним входом: T s

0 (�) = 0, если s < p;
T p
0 (�) = �(p). Легко проверить, что (0p, 0p−211) ∈ Kp, T0(0

p) = 0p,

T0(0
p−211) = 0p−11, а (0p, 0p−11) /∈ Kp. Значит, T0 не принадлежит K̃p

и K̃p ∕= Pa.
Теперь докажем, что для произвольного автомата T с n выхо-

дами, такого что T /∈ K̃p, выполняется [K̃p ∪ {T}] = Pa. Так как

T /∈ K̃p, то существуют пары (�1, �1), . . . , (�n, �n) ∈ Kp, такие что
T (�1, �2, . . . , �n) = , T (�1, �2, . . . , �n) = �, причём (, �) /∈ Kp. Для
любого i определим автомат с одним входом Ti : Ti(�) = �i0

∞, если
�(p − 1) = 0; и Ti(�) = �i0

∞, если �(p − 1) = 1. Легко проверить,

что Ti ∈ K̃p для любого i. Заметим, что x1 + x2 ∈ K̃p. Также все ав-

томаты, выход которых не зависит от входа, принадлежат K̃p. Если
это не вызывает противоречий, в формулах такие автоматы будем
обозначать сверхсловом, которое они дают на выходе.

Пусть R(x) = T (T1(x), T2(x), . . . , Tn(x)). Легко проверить, что
R(�) = , если � ∈ E2

p, �(p − 1) = 0; и R(�) = �, если � ∈ E2
p,

�(p− 1) = 1. Пусть R0(x) = R(x) + 0∞ ∈ [K̃p ∪ {T}].
Рассмотрим два случая. Пусть (p− 1) = �(p− 1), тогда R0 обла-

дает следующим свойством: Rs
0(�) = 0 для s ⩽ p− 1; Rp

0(�) = �(p− 1).
Определим автомат R1 с одним входом. Пусть Rs

1(�) = 0 для s ⩽ p−2;

Rp−1
1 (�) = �(p − 1); Rp

1(�) = �(p − 1); Rs
1(�) = Rs

0(�), если s > p. Легко

проверить, что R1 ∈ K̃p. Тогда автомат R2(x) = R1(x)+R0(x) облада-

ет следующим свойством: Rs
2(�) = 0 если s ∕= p−1; Rp−1

2 (�) = �(p−1).
Рассмотрим второй случай. Пусть (p − 1) ∕= �(p − 1), тогда R0

обладает следующим свойством: Rs
0(�) = 0 для s ⩽ p − 2; Rp−1

0 (�) =

�(p − 1); Rp
0(�) = 0. Определим автомат R3 ∈ K̃p с одним входом.

Пусть Rs
3(�) = 0 для s ⩽ p; Rs

3(�) = Rs
0(�), если s > p. В этом случае

обозначим R2(x) = R0(x) +R3(x). То есть в обоих случаях получили
автомат R2, который в момент времени p − 1 работает, как тожде-
ственный, а в остальные моменты времени как константа 0.

Определим автомат с одним входом R4 : R
s
4(�)=0, если s /∈{p−1, p};

Rs
4(�) = �(s), если s ∈ {p − 1, p}. Легко проверить, что R4 ∈ K̃p.

Пусть R5(x) = R4(x)+R2(x), тогда R5 обладает следующим свой-
ством: Rs

5(�) = 0 для s ∕= p; Rp
5(�) = �(p).

Определим Q — автомат с двумя входами высоты p+1: Qs(�, �)=0
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для s ∕= p; Qp(�, �) = (�(p − 1) + �(p))&(�(p − 1) + �(p)). Нетрудно

убедиться, что Q ∈ K̃p. Автомат Q1(x1, x2) = Q(R5(x1), R5(x2)) ∈

[K̃p ∪ {T}] обладает следующим свойством: Qs
1(�, �) = 0 для s ∕= p;

Qp
1(�, �) = �(p)&�(p).

Определим Q2 — автомат с двумя входами высоты p + 1 :
Qs

2(�, �) = �(s)&�(s) для s ∕= p; Qp
2(�, �) = �(p−1)&�(p−1). Нетруд-

но убедиться, что Q2 ∈ K̃p. Но

x1&x2 = Q2(x1, x2) +R5(Q2(x1, x2)) +Q1(x1, x2).

Так как 0, 1, x1 + x2 ∈ K̃p и [{x1 + x2, 0, 1, x1&x2}] = P2, то P2 ⊆

[K̃p ∪ {T}].
Определим автомат с одним входом G1 : G1

1(�) = 1; Gs
1(�) = �(s−1)

для s ⩾ 2, s ∕= p; Gp
1(�) = �(p − 2), если p ⩾ 3; Gp

1(�) = 1, если
p = 2. Также определим G2 — автомат с одним входом: Gs

2(�) = 0 для

s /∈ {p−1, p}; Gp−1
2 (�) = �(p−1); Gp

2(�) = �(p−1). Нетрудно убедиться,

что G1, G2 ∈ K̃p.

Тогда G(x) = G1(x)+R5(G1(x))+R5(G2(x)) ∈ [K̃p ∪{T}], причём
G(x) — единичная задержка с начальным состоянием 1. Но [P2∪G] =

Pa, значит [K̃p ∪ {T}] = Pa. Лемма доказана.

Утверждение 1 следует из лемм 3–8.

Лемма 9. Пусть M ⊆ Pa, для любого V ∈ {U(C0,1), U(C1,1), D̃1, L̃1,

Ã1} выполняется M ∕⊆ V, тогда [M ]1 = Pa.

Доказательство. Для произвольного множества W ⊆ Pa определим
множество

W 1 = {f ∈ P2∣∃T ∈ W,f = T 1}.

Нетрудно убедиться, что для любого W ⊆ Pa выполняется
[W ]1 = [W 1].

Покажем, что [M1] = P2. Предположим, что это не так, тогда
по теореме о полноте [1, 2] множество M1 содержится в одном из
классов C2, C3,D3, L1, A1, где C2 — класс всех булевых функций, со-
храняющих 1, а C3 — класс всех булевых функций, сохраняющих 0.
Если M1 ⊆ C2, то нетрудно убедиться, что M ⊆ U(C1,1), что про-
тиворечит условию. Аналогично, если M1 ⊆ C3, то M ⊆ U(C0,1),
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что противоречит условию. Если M1 ⊆ D3, то легко проверить, что
M ⊆ D̃1, что невозможно. Аналогично, если M1 ⊆ L1 или M1 ⊆ A1,
то M ⊆ L̃1 или M ⊆ Ã1, что невозможно. Таким образом [M1] = P2.
Тогда [M ]1 = P2 и [M ]1 = Pa.

Лемма 10. Пусть M ⊆ Pa, p ∈ ℕ, �1, �2 ∈ E2
p, C =

{(T (�1), T (�2))∣T ∈ [M ], n(T ) = 1}. Тогда M сохраняет C.

Доказательство. Пусть T ∈ M — автомат с n входами, (�i, �i) ∈ C
для i = 1, 2, . . . , n. Для каждого i рассмотрим автомат Ti ∈ [M ]
такой, что Ti(�1) = �i, Ti(�2) = �i. Автомат T ′(x) = T (T1(x),
T2(x), . . . , Tn(x)) принадлежит [M ]. Значит (T ′(�1), T

′(�2)) ∈ C. Но
T ′(�1) = T (�1, �2, . . . , �n), T

′(�2) = T (�1, �2, . . . , �n). Отсюда следует,
что T ∈ U(C). Лемма доказана.

Лемма 11. Пусть M ⊆ Pa и для любого V ∈ C̃ ∪ D̃ выполняется
M ∕⊆ V, тогда для любых p ∈ ℕ и � ∈ E2

p существует автомат с
одним входом Z� ∈ [M ], такой что Z�(�) = � для любого � ∈ E2

p.

Доказательство. Сначала покажем, что если M ⊆ U(C), где C ⊂

E2
p, то для какого-то V ∈ C̃ выполняется M ⊆ V. Для каждого l от

1 до p построим множество

Cl = {]l∣ ∈ C}.

Легко проверить, что для любого l выполняется M ⊆ U(Cl). Рассмот-
рим максимальное l, такое что Cl = E2

l. Если такого l не существует,
то положим l = 0. Тогда M ⊆ U(Cl+1) ∈ C̃.

Перейдём к доказательству леммы. Будем доказывать индукцией
по p. Пусть

C = {(T (0p), T (0p−11))∣T ∈ [M ], n(T ) = 1}.

Очевидно, что C не пусто. Из леммы 10 следует, что M сохраняет C.
Пусть C1 — множество всех , таких что (, ) ∈ C. Предположим,

что C1 не пусто. Покажем, что M ⊆ U(C1). Пусть T ∈ M — автомат
с n входами, �1, �2, . . . , �n ∈ C1, T (�1, �2, . . . , �n) = . Так как T
сохраняет C, и для любого i выполняется (�i, �i) ∈ C, то (, ) ∈ C,
значит T сохраняет C1 и M ⊆ U(C1). Если C1 ∕= E2

p, то для какого-то
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V ∈ C̃ выполняется M ⊆ V, что противоречит условию. Значит C1 =
E2

p. Если p ⩾ 2, то по предположению индукции существует автомат
с одним входом Z0p−1 ∈ [M ], такой что Z0p−1(�) = 0p−1 для любого
� ∈ E2

p−1. Если же p = 1, то через Z0p−1 обозначим произвольный
автомат с одним входом из [M ]. Так как C1 = E2

p, то для любого � ∈
E2

p существует автомат Z ′
� ∈ [M ], такой что Z ′

�(0
p) = Z ′

�(0
p−11) = �.

Тогда автомат Z�(x) = Z ′
�(Z0p−1(x)) — искомый и лемма доказана.

Теперь рассмотрим случай, когда C1 пусто. Пусть C2 — множество
всех , таких что для какого-то � ∈ E2

p выполняется (, �) ∈ C. Так
как M сохраняет C, то M сохраняет C2. Если C2 ∕= E2

p, то для какого-
то V ∈ C̃ выполняется M ⊆ V, что противоречит условию. Значит
C2 = E2

p. Тогда 0p−11 ∈ C2 и существует автомат T0 ∈ [M ], такой что
T0(0

p) = 0p−11. Так как C1 пусто, то T0(0
p−11) = 0p. Пусть  ∈ E2

p−1.
Если p ⩾ 2, то по предположению индукции существует автомат с
одним входом Z ∈ [M ], такой что Z(�) =  для любого � ∈ E2

p−1.
Если же p = 1, то через Z обозначим произвольный автомат с од-
ним входом из [M ]. Так как C1 пусто, то Z(0

p) ∕= Z(0
p−11). Если

Z(0
p) = 0, то обозначим Z ′

(x) = Z(x), иначе Z ′
(x) = Z(T0(x)).

Получим, что Z ′
(0

p−1b) = b для любого  ∈ E2
p−1, b ∈ E2. Так как

M ∕⊆ D̃p, то существует автомат с n входами T ∈ M, T /∈ D̃p. Значит
для каких-то 1, 2, . . . , n ∈ E2

p−1 выполняется

T p,(1,2,...,n) /∈ D3.

Тогда для каких-то b1, b2, . . . , bn ∈ E2 выполняется

T p,(1,2,...,n)(b1, b2, . . . , bn) = T p,(1,2,...,n)(b1, b2, . . . , bn).

Для каждого i от 1 до n обозначим через Ti автомат Z ′
i
(x),

если bi = 1; автомат Z ′
i
(T0(x)), если bi = 0. Пусть R(x) =

T (T1(x), T2(x), . . . , Tn(x)) ∈ [M ]. Нетрудно убедиться, что R(0p) =
R(0p−11). Но в этом случае C1 не пусто. Получили противоречие.
Лемма доказана.

Доказательство утверждения 2. Необходимость следует из утвер-
ждения 1. Докажем достаточность.

Из леммы 11 следует, что для любых p ∈ ℕ и � ∈ E2
p существует

автомат с одним входом Z� ∈ [M ], такой что Z�(�) = � для любого
� ∈ E2

p.
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Индукцией по p будем доказывать, что [M ]p = Pa. Для p = 1 это
следует из леммы 9. Докажем шаг индукции. Пусть p ⩾ 2. Так как
M ∕⊆ L̃p, то существует автомат R′ и �1, �2, . . . , �n ∈ E2

p−1, такие что

R′p,(�1,�2,...,�n) /∈ L1.

Известно, что подстановкой констант вместо переменных можно из
любой нелинейной функции из P2 получить нелинейную функцию от
двух переменных. Отсюда следует, что в автомат R′ вместо некото-
рых переменных можно подставить автоматы вида Z� , где � ∈ E2

p,
так, что мы получим автомат R ∈ [M ] с двумя входами, такой что

R /∈ L̃p. Определим функцию

l(a1, a2, . . . , ap, b1, b2, . . . , bp) = Rp(a1a2 . . . ap, b1b2 . . . bp).

Рассмотрим полином Жегалкина функции l и представим её в виде

l = apbpl1 + apl2 + bpl3 + l4,

где функции l1, l2, l3, l4 зависят от переменных a1, a2, . . . , ap−1, b1,
b2, . . . , bp−1.

Так как R /∈ L̃p, то l1 не совпадает с константой 0. Если l1 не
является константой 1 и существенно зависит от переменной aj, то
рассмотрим автомат

R̂(x1, x2) = R(x1 + Z0j−110p−j (x1) + Z0p(x1), x2) +

+R(x1, x2) + Z0p(x1) ∈ [M ].

Представим R̂ в таком же виде, что и R. Получим новые функции
l̂1, l̂2, l̂3, l̂4. Легко убедиться, что l̂1 не совпадает с константой 0, при-
чём степень l̂1 меньше, чем степень l1. Если l̂1 не совпадает с констан-
той 1, то мы применяем к R̂ то же преобразование, что мы применяли
к R. Таким образом, мы можем уменьшать степень l1 до тех пор, пока
l1 не будет совпадать с константой 1. Поэтому далее будем полагать,
что l1(a1, a2, . . . , ap−1, b1, b2, . . . , bp−1) ≡ 1.

Рассмотрим автомат

R̃(x1, x2) = R(x1, x2+Z0p−11(x2)+Z0p(x2))+R(x1, x2)+Z0p(x1) ∈ [M ]
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и
l̃(a1, a2, . . . , ap, b1, b2, . . . , bp) = R̃p(a1a2 . . . ap, b1b2 . . . bp).

Получим, что

l̃(a1, a2, . . . , ap, b1, b2, . . . , bp) = ap + l3(a1, a2, . . . , ap−1, b1, b2, . . . , bp−1),

причём автомат R̃ (p − 1)-равен константе 0.

Пусть R0 = R̃(x1, x1) + x1 + Z0p(x1) ∈ [M ]. Легко проверить, что
для s ⩽ p − 1 выполняется Rs

0(�) = �(s), а выход автомата R0 в
момент времени p не зависит от входа в момент времени p.

Определим автомат W0 с одним входом высоты p− 1. W s
0 (�) = 0,

если 1 ⩽ s ⩽ p− 2; W p−1
0 (�) = �(p− 1). По предположению индукции

существует автомат W1 ∈ [M ], (p − 1)-равный автомату W0. Тогда
автомат W2(x) = R0(W1(x)) ∈ [M ] обладает следующим свойством:

если s ⩽ p − 2, то W s
2 (�) = 0; W p−1

2 (�) = �(p − 1); W p
2 (a1a2 . . . ap) =

r(ap−1), где r — некоторая функция из P2. То есть выход автомата W2

в момент времени p зависит только от входа в момент времени p− 1.
Если r(0) = 1, то вместо W2 рассмотрим автомат W2(x)+Z0p−11(x)+
Z0p(x). Поэтому будем считать, что r(0) = 0.

В случае, если функция r константа 0, положим W3(x) = W2(x).
Рассмотрим случай, когда функция r не константа. В этом случае
r(ap−1) = ap−1. Пусть

C = {(T (0p), T (0p−211))∣T ∈ [M ], n(T ) = 1}.

Из леммы 10 следует, что M сохраняет C. Покажем, что Kp ⊆ C.
Рассмотрим произвольное (�, �) ∈ Kp. Если � = �, то очевидно
(Z�(0

p), Z�(0
p−211)) = (�,�) ∈ C. Пусть � ∕= �. Так как x1 + x2 + x3

сохраняет C и (�,�), (0p, 0p), (0p, 0p−211) ∈ C, то

(�+ 0p + 0p, �+ 0p−211 + 0p) = (�, �) ∈ C.

Значит Kp ⊆ C. Так как M ∕⊆ K̃p, то Kp ∕= C и существует пара
(�, �) ∈ C, такая что �(p− 1) + �(p) + �(p− 1) + �(p) = 1. Тогда для
c = �(p − 1) + �(p− 1), d = �(p) + �(p) выполняется

(�+ �+ 0p, � + �+ 0p) = (0p, 0p−2cd) ∈ C,

(�+ �+ 0p, � + �+ 0p−211) = (0p, 0p−2cd) ∈ C,
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причём c + d = 1. Таким образом (0p, 0p−210) ∈ C. Тогда существует
автомат T0 ∈ [M ], такой что 0p = T0(0

p), 0p−210 = T0(0
p−211). Тогда

автомат W3(x) = T0(W2(x)) ∈ [M ] обладает следующим свойством:

если s ⩽ p− 2, то W s
3 (�) = 0; W p−1

3 (�) = �(p − 1); W p
3 (�) = 0.

Так как M ∕⊆ S̃p, то существует автомат T и слова
�1, �2, . . . , �n, �1, �2, . . . , �n ∈ E2

p, такие что ]p−2�i =]p−2�i, �i(p) =
�i(p) для любого i и

T p(�1, �2, . . . , �n) < T p(�1, �2, . . . , �n).

Для каждого i от 1 до n положим

Ti(x) =

{
Z�i

(x), если �i = �i,
W3(x) + Z�i

(x) + Z0p(x), если �i ∕= �i.

Легко проверить, что Ti(�) = �i, если � ∈ E2
p и �(p−1) = 0; Ti(�) = �i,

если � ∈ E2
p и �(p−1) = 1. Пусть G0(x) = T (T1(x), T2(x), . . . , Tn(x)) ∈

[M ]. Тогда Gp
0(�) = �(p−1), Gp−1

0 (�) = g0(�(p−1)), где g0 — некоторая
функция из P2. При этом для любого s ⩽ p − 2 выход автомата G0

в момент времени s не зависит от того, что подается на вход. Пусть
� = G0(0

p) Рассмотрим автомат G1(x) = G0(x)+Z�(x)+Z0p(x) ∈ [M ].

Легко проверить, что Gp
1(�) = �(p − 1), Gp−1

1 (�) = g1(�(p − 1)), где
g1(0) = 0, Gs

1(�) = 0 для любого s ⩽ p − 2. Если g1 константа 0,
то положим G(x) = G1(x), иначе положим G(x) = G1(x) + W3(x) +
Z0p(x). Таким образом Gp(�) = �(p− 1), Gs(�) = 0 для любого s < p.

Вспомним описание автомата R̃ и функции l̃

l̃(a1, a2, . . . , ap, b1, b2, . . . , bp) = ap + l3(a1, a2, . . . , ap−1, b1, b2, . . . , bp−1).

По предположению индукции существует автомат T2 ∈ [M ], такой
что

T p−1
2 (a1a2 . . . ap−1) = l3(a1, a2, . . . , ap−1, a1, a2, . . . , ap−1).

Пусть W4(x) = G(T2(x)) + R̃(x, x) + Z0p(x) ∈ [M ]. Легко проверить,
что W p

4 (�) = �(p), W s
4 (�) = 0 для любого s < p.

Вспомним определение автомата R, R /∈ L̃p. Для каких-то 1, 2 ∈

E2
p−1 выполняется Rp,(1,2) /∈ L1. Положим

R3(x1, x2) = R(Z10(x1)+W4(x1)+Z0p(x1), Z20(x1)+W4(x2)+Z0p(x1)).
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Получаем, что выход автомата R3 не зависит от того, что подается
на вход в любой момент времени s, где s < p. При этом Rp

3(�1, �2) =

Rp,(1,2)(�1(p), �2(p)). Известно [2], что {x1+x2+x3, 0, 1, R
p,(1 ,2)} —

полная система в P2 Поэтому существует автомат Tx1&x2
∈ [M ], такой

что T p
x1&x2

(�1a1, �2a2) = a1&a2 для любых �1, �2 ∈ E2
p−1, a1, a2 ∈ E2.

По предположению индукции найдётся автомат T ∈ [M ], который
(p− 1)-равен автомату x1&x2. Пусть

R4(x1, x2) = W4(Tx1&x2
(x1, x2)) + T (x1, x2) +W4(T (x1, x2)) ∈ [M ].

Легко проверить, что R4 p-равен автомату x1&x2.
Рассмотрим произвольный автомат G3 ∈ [M ], который (p− 1)-ра-

вен единичной задержке с начальным состоянием 1. Пусть G4(x1) =
G(x) + G3(x) + W4(G3(x)) ∈ [M ]. Легко проверить, что G4 p-равен
единичной задержке с начальным состоянием 1. Но задержка, x1 +
x2 + x3, x1&x2, 0 и 1 составляют полную систему в Pa. Значит

[M ]p ⊇ [{G4, x1 + x2 + x3, R4, Z0p , Z1p}]p = Pa.

Шаг индукции доказан и утверждение установлено.

Доказательство утверждения 3. Необходимость следует из утвер-
ждения 1. Докажем достаточность.

Из леммы 11 следует, что для любых p ∈ ℕ и � ∈ E2
p существует

автомат с одним входом Z� ∈ [M ], такой что Z�(�) = � для любого
� ∈ E2

p.
Индукцией по p будем доказывать, что [M ]p = Pa. Для p = 1

это следует из леммы 9. Докажем шаг индукции. Пусть p ⩾ 2. Обо-
значим через H ∈ [M ] автомат ℎ2, если k = 2, и автомат, рав-
ный ℎk(x1, x2, x3, Z1p(x1), . . . , Z1p(x1)), если k > 2. Легко проверить,

что H и ℎ2 p-равны. Так как M ∕⊆ Ãp, то существует автомат T

и �1, �2, . . . , �n ∈ E2
p−1, такие что T p,(�1,�2,...,�n) /∈ A1. Тогда для

каких-то b1, b2, . . . , bn, c1, c2, . . . , cn ∈ E2, таких что bj ⩽ cj для любо-
го j, выполняется

T p,(�1,�2,...,�n)(b1, b2, . . . , bn) > T p,(�1,�2,...,�n)(c1, c2, . . . , cn).

Для каждого � ∈ E2
p−1 определим W�(x) = H(Z�0(x), Z�1(x), x).

Для каждого i от 1 до n обозначим через Ti автомат Z�ibi(x),
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если bi = ci; автомат W�i
(x), если bi < ci. Пусть R(x) =

T (T1(x), T2(x), . . . , Tn(x)) ∈ [M ]. Нетрудно убедиться, что для любых
b ∈ E2 и � ∈ E2

p−1 выполняется R(�b) = �b, где � = T (�1, �2, . . . , �n).
По предположению индукции существует автомат R0 ∈ [M ], ко-

торый (p− 1)-равен автомату x. Легко проверить, что автомат

R1(x) = H(R0(x), Z1p−10(x), Z0p(x))

(p − 1)-равен автомату x, а в момент времени p возвращает 0. Тогда
автомат

R2(x) = H(R1(x), R(x), Z�1(x)) ∈ [M ]

p-равен автомату x.
Так как M ∕⊆ S̃p, то существует автомат T и слова �1,

�2, . . . , �n, �1, �2, . . . , �n ∈ E2
p, такие что ]p−2�i =]p−2�i, �i(p)=�i(p) и

T p(�1, �2, . . . , �n) < T p(�1, �2, . . . , �n).

Для каждого i от 1 до n обозначим через Ti автомат H(Z�i
(x),

Z�i
(x), x), если �i(p−1) ⩽ �i(p−1); автомат H(Z�i

(x), Z�i
(x), R2(x)),

если �i(p − 1) > �i(p − 1). Легко проверить, что Ti(�) = �i, если
� ∈ E2

p и �(p − 1) = 0; Ti(�) = �i, если � ∈ E2
p и �(p − 1) = 1. Пусть

G(x) = T (T1(x), T2(x), . . . , Tn(x)) ∈ [M ].

Легко проверить, что Gp() = (p − 1).
По предположению индукции существует автомат G0 ∈ [M ], ко-

торый (p− 1)-равен задержке с начальным состоянием 1. Легко про-
верить, что автомат

G1(x) = H(G0(x), T1p−10(x), T0p(x))

(p− 1)-равен задержке, а в момент времени p возвращает 0. Автомат

G2(x) = H(G(x), T0p−11(x), T0p(x)) ∈ [M ]

(p−1)-равен константе 0, а в момент времени p работает как задерж-
ка. Нетрудно убедиться, что автомат G3(x) = H(G1(x), G2(x), Z1p)
p-равен задержке с начальным состоянием 1. Но отрицание и ℎk со-
ставляют полную систему в P2, значит, отрицание, задержка и ℎk
составляют полную систему в Pa. Тогда

[M ]p ⊇ [{R2, G3, ℎk}]p = Pa.

Шаг индукции доказан и утверждение установлено.
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Лемма 12. Пусть M ⊆ Pa
ℎ, M ⊆ V ∈ S̃, тогда существует V ′ ∈

S̃ℎ, такое что M ⊆ V ′.

Доказательство. Пусть V = S̃p. Если p ⩽ ℎ, то V ′ = V и лемма
доказана. Пусть p > ℎ. Рассмотрим автомат с n входами T ∈ M.
Покажем, что T ∈ S̃ℎ. Пусть �1, �2, . . . , �n, �1, �2, . . . , �n ∈ E2

ℎ, при-
чём ]p−2�i =]p−2�i и �i(p) = �i(p) для любого i. Для i = 1, 2, . . . , n

определим �′
i = 0p−ℎ�i, �

′
i = 0p−ℎ�i. Так как T ∈ S̃p, то

T p(�′
1, �

′
2, . . . , �

′
n) = T p(�′

1, �
′
2, . . . , �

′
n).

Но T — автомат высоты ℎ, значит

T p(�′
1, �

′
2, . . . , �

′
n) = T ℎ(�1, �2, . . . , �n),

T p(�′
1, �

′
2, . . . , �

′
n) = T ℎ(�1, �2, . . . , �n).

Отсюда следует, что

T ℎ(�1, �2, . . . , �n) = T ℎ(�1, �2, . . . , �n).

Значит T ∈ S̃ℎ. Тогда M ⊆ S̃ℎ = V ′ и лемма доказана.

Лемма 13. Пусть M ⊆ Pa
ℎ, M ⊆ V ∈ D̃, тогда существует V ′ ∈

D̃ℎ, такое что M ⊆ V ′.

Доказательство. Пусть V = D̃p. Если p ⩽ ℎ, то V ′ = V и лемма
доказана. Пусть p > ℎ. Рассмотрим автомат с n входами T ∈ M.
Покажем, что T ∈ D̃ℎ. Пусть �1, �2, . . . , �n ∈ E2

ℎ. Для i = 1, 2, . . . , n
определим �i = 0p−ℎ�i. Так как T ∈ D̃p, то выполняется

T p,(�1,�2,...,�n) ∈ D3.

Но T — автомат высоты ℎ, значит

T p,(�1,�2,...,�n) = T ℎ,(�1,�2,...,�n).

Тогда T ℎ,(�1,�2,...,�n) ∈ D3 и T ∈ D̃ℎ. Значит M ⊆ D̃ℎ = V ′ и лемма
доказана.

Следующие три леммы доказываются полностью аналогично.
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Лемма 14. Пусть M ⊆Pa
ℎ, M ⊆V ∈ L̃, тогда существует V ′∈ L̃ℎ,

такое что M ⊆ V ′.

Лемма 15. Пусть M⊆Pa
ℎ, M⊆V ∈ Ã, тогда существует V ′∈ Ãℎ,

такое что M ⊆ V ′.

Лемма 16. Пусть M ⊆ Pa
ℎ, M ⊆ V ∈ C̃d, где d ∈ E2, тогда суще-

ствует V ′ ∈ C̃ℎ
d , такое что M ⊆ V ′.

Лемма 17. Пусть M ⊆ Pa
ℎ, M ⊆ V ∈ K̃, тогда существует V ′ ∈

K̃ℎ+1, такое что M ⊆ V ′.

Доказательство. Пусть V = K̃p. Если p ⩽ ℎ+1, то V ′ = V и лемма
доказана. Пусть p > ℎ+ 1. Рассмотрим автомат с n входами T ∈ M.
Покажем, что T ∈ K̃ℎ+1. Пусть �1, �2, . . . , �n, �1, �2, . . . , �n ∈ E2

ℎ+1,
причём для любого i выполняется (�i, �i) ∈ Kℎ+1. Для i = 1, 2, . . . , n
определим �′

i = 0p−ℎ−1�i, �
′
i = 0p−ℎ−1�i. Нетрудно убедиться, что

для любого i выполняется (�′
i, �

′
i) ∈ Kp. По условию T ∈ K̃p, значит

пара (T (�′
1, �

′
2, . . . , �

′
n), T (�

′
1, �

′
2, . . . , �

′
n)) принадлежит Kp. Так как

T — автомат высоты ℎ, то

[2T (�
′
1, �

′
2, . . . , �

′
n) = [2T (�1, �2, . . . , �n)

и
[2T (�

′
1, �

′
2, . . . , �

′
n) = [2T (�1, �2, . . . , �n).

Отсюда следует, что пара (T (�1, �2, . . . , �n), T (�1, �2, . . . , �n)) принад-

лежит Kℎ+1. Значит T ∈ K̃ℎ+1. Тогда M ⊆ K̃ℎ+1 = V ′ и лемма дока-
зана.

Для q ⩾ 2, B ⊆ {1, 2, 3, . . . , q − 1}, d ∈ E2 определим

Lq
B,d = {� ∈ E2

q∣�(q) +
∑

i∈B

�(i) = d}.

Определим два подсемейства C̃L ⊂ C̃, C̃ℎ
L ⊂ C̃ℎ :

C̃L = {U(Lq
B,d)∣q ⩾ 2, B ⊆ {1, 2, 3, . . . , q − 1}, d ∈ E2}

C̃ℎ
L = {U(Lq

B,d)∣2 ⩽ q ⩽ ℎ,B ⊆ {1, 2, 3, . . . , q − 1}, d ∈ E2}
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Лемма 18. Пусть V ∈ C̃, x+ y + z ∈ V, тогда V ∈ C̃L.

Доказательство. Пусть V = U(C), где C ⊂ E2
q, причём для любого

� ∈ E2
q−1 существует b ∈ E2, такое что �b ∈ C. Тогда либо 0q ∈ C,

либо 0q−11 ∈ C. Если 0q, 0q−11 ∈ C, то для любых � ∈ E2
q−1, b ∈ E2,

таких что �b ∈ C, выполняется �b + 0q + 0q−11 = �b ∈ C. Значит,
C = E2

q, что невозможно.
Пусть 0q−1d ∈ C. Определим множество B ⊆ {1, 2, 3, . . . , q − 1} :

i ∈ B тогда и только тогда, когда 0i−110q−i−1d /∈ C. Покажем, что
C = Lq

B,d.

Пусть � ∈ Lq
B,d. Докажем, что � ∈ C. Будем доказывать индукци-

ей по количеству единиц в слове ]q−1�. Если их нет, то утверждение
следует из того, что 0q−1d ∈ C. Докажем шаг индукции. Рассмотрим
i, такое что �(i) = 1. Если i ∈ B, то � + 0i−110q−i−11 принадлежит
Lq
B,d и ]q−1(�+0i−110q−i−11) содержит на одну единицу меньше. Тогда

по предположению индукции �+0i−110q−i−11 ∈ C. Так как x+ y + z
сохраняет C, то

(�+ 0i−110q−i−11) + (0i−110q−i−1d) + (0q−1d) = � ∈ C.

Если i /∈ B, то �+0i−110q−i принадлежит Lq
B,d и ]q−1(�+0i−110q−i) со-

держит на одну единицу меньше. Тогда по предположению индукции
�+ 0i−110q−i ∈ C. Так как x+ y + z сохраняет C, то

(�+ 0i−110q−i) + (0i−110q−i−1d) + (0q−1d) = � ∈ C.

То есть мы доказали, что Lq
B,d ⊆ C.

Теперь докажем, что если � ∈ C, то � ∈ Lq
B,d. Предположим, что

это не так и � /∈ Lq
B,d, тогда �+0q−11 ∈ Lq

B,d. Значит �+0q−11 ∈ C и

(�+0q−11)+�+0q−1d = 0q−1d ∈ C. Получили противоречие. То есть
Lq
B,d = C и лемма доказана.

Лемма 19. Пусть M ⊆ Pa
ℎ, M ⊆ V ∈ C̃L, тогда существует V ′ ∈

C̃22ℎ+1+4ℎ
L , такое что M ⊆ V ′.

Доказательство. Рассмотрим минимальное q0, такое что M ⊆
U(Lq0

B0,d
). Если q0 ⩽ 22ℎ+1 + 4ℎ, то V ′ = V и лемма доказана. Пред-

положим, что это не так. Каждому i сопоставим число r(i) : r(i) = 0,
если i /∈ B0; r(i) = 1, если i ∈ B0.
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Идея доказательства заключается в следующем. Рассмотрим сло-
во

r(ℎ)r(ℎ+ 1)r(ℎ+ 2) . . . r(q0 − ℎ)

в алфавите {0, 1}. Если q0 достаточно велико, то в этом слове найдут-
ся два совпадающих подслова длины 2ℎ, таких что между началами
этих подслов находится четное число единиц. Тогда мы может «вы-
резать» часть между началами этих подслов и по получившемуся

слову построить Lq′

B′,d, такое что M ⊆ U(Lq′

B′,d) и q′ < q0. Тем самым
мы уменьшим q0. А мы предположили, что оно минимально.

Для каждого i от 3ℎ до q0 − ℎ рассмотрим набор

(r(i− 2ℎ+ 1), r(i− 2ℎ+ 2), . . . , r(i− 2), r(i − 1), r(i)).

Этот набор может принимать 22ℎ различных значений. По предполо-
жению q0 > 22ℎ+1 + 4ℎ, поэтому найдутся числа l1, l2, l3, такие что
3ℎ ⩽ l1 < l2 < l3 ⩽ q0 − ℎ и r(l1 − j) = r(l2 − j) = r(l3 − j) для любого
j, 0 ⩽ j < 2ℎ.

Пусть n1 — количество чисел j, таких что l1 < j ⩽ l2 и j ∈ B0;
аналогично n2 — количество чисел j, таких что l2 < j ⩽ l3 и j ∈
B0. Если n1 четно, то положим i1 = l1, i2 = l2; если n2 четно, то
положим i1 = l2, i2 = l3; иначе положим i1 = l1, i2 = l3. Таким
образом количество чисел j, таких что i1 < j ⩽ i2 и j ∈ B0, чётно.

Пусть q′ = q0 − (i2 − i1). Рассмотрим множество B′ ⊆
{1, 2, 3, . . . , q′−1}, такое что j ∈ B′ точно тогда, когда j ⩽ i1 и j ∈ B0,
либо j > i1 и j + (i2 − i1) ∈ B0.

Покажем, что M ⊆ U(Lq′

B′,d). Рассмотрим произвольный автомат

с n входами T ∈ M и произвольные �1, �2, . . . , �n ∈ Lq′

B′,d. Будем
доказывать индукцией по суммарному количеству единиц в словах
]q′−1�1, ]q′−1�2, . . . , ]q′−1�n, что � = T (�1, �2, . . . , �n) принадлежит

Lq′

B′,d. Докажем базис индукции. Пусть

�0 = T (0q
′−1d, 0q

′−1d, . . . , 0q
′−1d),

0 = T (0q0−1d, 0q0−1d, . . . , 0q0−1d),

T ℎ(0ℎ, 0ℎ, . . . , 0ℎ) = b.
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Нетрудно проверить, что 0 = (]i1�0)b
i2−i1([q′−i1�0). Так как 0q0−1d ∈

Lq0
B0,d

, то 0 ∈ Lq0
B0,d

. Значит 0(q0) +
∑
i∈B0

0(i) = d. Но 0(q0) = �0(q
′)

и

∑

i∈B0

0(i) =

⎛
⎝ ∑

i∈B0,i⩽i1

0(i) +
∑

i∈B0,i>i2

0(i)

⎞
⎠ +

∑

i∈B0,i1<i⩽i2

0(i) =

=
∑

i∈B′

�0(i) +
∑

i∈B0,i1<i⩽i2

0(i),

причем i1 и i2 были выбраны так, чтобы
∑

i∈B0,i1<i⩽i2

0(i) = 0. Отсюда

следует, что �0(q
′) +

∑
i∈B′

�0(i) = d и �0 ∈ Lq′

B′,d.

Теперь докажем шаг индукции. Пусть для каких-то j0 и i0, i0 < q′,
выполняется �j0(i0) = 1. Положим �′ = �j0 + 0i0−110q

′−i0−11, если

i0 ∈ B′; и �′ = �j0 + 0i0−110q
′−i0 , если i0 /∈ B′. Легко проверить, что

�′ ∈ Lq′

B′,d. По предположению индукции

�′ = T (�1, �2, . . . , �i0−1, �
′, �j0+1, . . . , �n) ∈ Lq′

B′,d.

Пусть i0 ⩽ i1 − ℎ. Для i = 1, 2, . . . , n определим i =
(]i1�i)0

i2−i1([q′−i1�i), 
′ = (]i1�

′)0i2−i1([q′−i1�
′). Легко проверить, что

′, 1, 2, . . . , n ∈ Lq0
B0,d

. Пусть

� = T (1, 2, . . . , j0−1, j0 , j0+1, . . . , n) ∈ Lq0
B0,d

,

�′ = T (1, 2, . . . , j0−1, 
′, j0+1, . . . , n) ∈ Lq0

B0,d
.

Нетрудно проверить,что ]i1� =]i1�, �(q0) = �(q′), ]i1�
′ =]i1�

′, �′(q0) =
�′(q′). Пусть

�0 = � + �′ + 0q0−1d, �0 = � + �′ + 0q
′−1d,

тогда ]i1�0 =]i1�0, �0(q0) = �0(q
′). Так как x + y + z ∈ U(Lq0

B0,d
), то

�0 ∈ Lq0
B0,d

. Легко проверить, что если i0 + ℎ ⩽ j < q0, то �0(j) = 0.

Аналогично, если i0 + ℎ ⩽ j < q′, то �0(j) = 0. Так как i0 + ℎ ⩽ i1, то
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�0 = (]i1�0)0
i2−i1([q′−i1�0). Значит �0 ∈ Lq′

B′,d. Но � = �0 + �′ + 0q
′−1d,

поэтому � ∈ Lq′

B′,d.
Пусть i0 > i1 − ℎ. Для i = 1, 2, . . . , n определим i =

(]i1−2ℎ�i)0
i2−i1([q′−i1+2ℎ�i), ′ = (]i1−2ℎ�

′)0i2−i1([q′−i1+2ℎ�
′). Легко

проверить, что ′, 1, 2, . . . , n ∈ Lq0
B0,d

. Пусть

� = T (1, 2, . . . , j0−1, j0 , j0+1, . . . , n) ∈ Lq0
B0,d

,

�′ = T (1, 2, . . . , j0−1, 
′, j0+1, . . . , n) ∈ Lq0

B0,d
.

Нетрудно проверить,что [q0−i2+ℎ� = [q′−i1+ℎ�, [q0−i2+ℎ�
′ = [q′−i1+ℎ�

′.
Пусть

�0 = � + �′ + 0q0−1d, �0 = � + �′ + 0q
′−1d,

тогда [q0−i2+ℎ�0 = [q′−i1+ℎ�0. Так как x+y+z ∈ U(Lq0
B0,d

), то �0 ∈ Lq0
B0,d

.

Легко проверить, что если j < i0 + (i2 − i1), то �0(j) = 0. При этом
i2 − ℎ = (i1 − ℎ) + (i2 − i1) < i0 + (i2 − i1), значит ]i2−ℎ�0 = 0i2−ℎ.
Аналогично, если j < i0, то �0(j) = 0 и ]i1−ℎ�0 = 0i1−ℎ. Отсюда
следует, что �0 = (]i1−ℎ�0)0

i2−i1([q′−i1+ℎ�0). Так как �0 ∈ Lq0
B0,d

, то

�0 ∈ Lq′

B′,d. Но � = �0 + �′ + 0q
′−1d, поэтому � ∈ Lq′

B′,d.
Шаг индукции доказан. Значит произвольный автомат T ∈ M

принадлежит U(Lq′

B′,d), где q′ < q0. А мы предполагали, что q0 —
минимальное такое число. Получили противоречие. Лемма доказана.

Доказательство утверждения 4. Необходимость следует из утвер-
ждения 1. Докажем достаточность. Предположим, что M — не

A-полно. Покажем, что для какого-то V ∈ W̃ ℎ
1 выполняется M ⊆ V.

Из утверждения 2 следует, что для какого-то V ′ ∈ W̃ выполняется
M ⊆ V ′.

Легко убедиться, что для любого Ãp ∈ Ã выполняется x+ y+ z /∈

Ãp. Значит V ′ /∈ Ã. То есть, мы получили, что V ′ ∈ C̃ ∪ S̃∪ D̃∪ L̃∪ K̃.
Тогда из леммы 18 следует, что

V ′ ∈ C̃L ∪ S̃ ∪ D̃ ∪ L̃ ∪ K̃.

Из лемм 19, 12, 13, 14 и 17 следует, что существует

V ∈ C̃22ℎ+1+4ℎ
L ∪ S̃ℎ ∪ D̃ℎ ∪ L̃ℎ ∪ K̃ℎ+1 ⊆ W̃ ℎ

1 ,

такое что M ⊆ V . Утверждение доказано.
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Для 1 ⩽ p < q определим

M=
p,q = {� ∈ E2

q∣�(p) = �(q)},

M ∕=
p,q = {� ∈ E2

q∣�(p) ∕= �(q)}.

Пусть q ⩾ 2, B,D ⊆ {1, 2, 3, . . . , q − 1}, B ∩D = ∅, тогда

M q,1
B,D = {� ∈ E2

q∣∀i ∈ B (�(i) ⩽ �(q)),∀i ∈ D (�(i) ∨ �(q) = 1)},

M q,0
B,D = {� ∈ E2

q∣∀i ∈ B (�(i) ⩾ �(q)),∀i ∈ D (�(i)&�(q) = 0)}.

Пусть Mq = (
∪

1⩽p<q

{M=
p,q,M

∕=
p,q})∪ (

∪
B∪ D ∕=∅

{M q,0
B,D,M

q,1
B,D}). Опреде-

лим два подсемейства C̃M ⊂ C̃, C̃ℎ
M ⊂ C̃ℎ :

C̃M = {U(C)∣C ∈ Mq, q ⩾ 2},

C̃ℎ
M = {U(C)∣C ∈ Mq, 2 ⩽ q ⩽ ℎ}.

Лемма 20. Пусть V ∈ C̃, ℎ2 ∈ V, тогда V ∈ C̃M ∪ C̃0 ∪ C̃1.

Доказательство. Пусть V = U(C), где C ⊂ E2
q, причём для любого

� ∈ E2
q−1 существует b ∈ E2, такое что �b ∈ C. Если q = 1, то

очевидно V ∈ C̃0 ∪ C̃1.
Далее будем считать, что q⩾2. Пусть существует i∈{1, 2, ..., q−1},

такое что для любого  ∈ C выполняется (i) = (q). Легко прове-

рить, что в этом случае C = M=
i,q и V = U(M=

i,q) ∈ C̃M . Анало-
гично, пусть существует i ∈ {1, 2, . . . , q − 1}, такое что для любого
 ∈ C выполняется (i) ∕= (q). В этом случае легко показать, что

C = M ∕=
i,q и V = U(M ∕=

i,q) ∈ C̃M . Далее будем полагать, что для любого
i ∈ {1, 2, . . . , q − 1} существуют �1, �2 ∈ C, такие что �1(i) = �1(q) и
�2(i) ∕= �2(q).

Пусть B1 — множество всех i ∈ {1, 2, . . . , q − 1}, таких что для
любого � ∈ C выполняется �(i) ⩽ �(q); B0 — множество всех i ∈
{1, 2, . . . , q−1}, таких что для любого � ∈ C выполняется �(i) ⩾ �(q);
D1 — множество всех i ∈ {1, 2, . . . , q−1}, таких что для любого � ∈ C
выполняется �(i)∨�(q) = 1; D0 — множество всех i ∈ {1, 2, . . . , q−1},
таких что для любого � ∈ C выполняется �(i)&�(q) = 0.
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Если B1∩D1 ∕= ∅, то для i ∈ B1∩D1 и любого � ∈ C выполняется
�(i) ⩽ �(q) и �(i) ∨ �(q) = 1. Значит �(q) = 1. Тогда C = C1,q и

V = U(C1,q) ∈ C̃1. Аналогично, если B0 ∩ D0 ∕= ∅, то C = C0,q и

V = U(C0,q) ∈ C̃0. Далее будем полагать, что B1 ∩D1 = B0 ∩D0 = ∅.

Предположим, что B1∪D1 ∕= ∅ и B0∪D0 ∕= ∅. Пусть существуют
i1 ∈ B1, i0 ∈ B0, тогда �(i1) ⩽ �(q) ⩽ �(i0). Если i1 = i0, то для
любого � ∈ C выполняется �(i1) = �(q), а этот случай уже разобран.
Если i1 ∕= i0, то для любого � ∈ C выполняется �(i1) ⩽ �(i0). А это
противоречит тому, что для любого � ∈ E2

p−1 существует b ∈ E2,
такое что �b ∈ C.

Разберем остальные случаи. Пусть существуют i1 ∈ B1, i0 ∈ D0,
тогда для любого � ∈ C выполняется �(i0)&�(i1) ⩽ �(i0)&�(q) = 0. А
это противоречит тому, что для любого � ∈ E2

p−1 существует b ∈ E2,
такое что �b ∈ C.

Пусть существуют i1 ∈ D1, i0 ∈ B0, тогда для любого � ∈ C
выполняется �(i1) ∨ �(i0) ⩾ �(i1) ∨ �(q) = 1. А это противоречит
тому, что для любого � ∈ E2

p−1 существует b ∈ E2, такое что �b ∈ C.

Пусть существуют i1 ∈ D1, i0 ∈ D0, тогда �(i1) ∨ �(q) = 1 и
�(i0)&�(q) = 0. Если i1 = i0, то для любого � ∈ C выполняется
�(i1) ∕= �(q), а этот случай уже разобран. Если i1 ∕= i0, то для любого
� ∈ C выполняется �(i1) ⩾ �(i0). А это противоречит тому, что для
любого � ∈ E2

p−1 существует b ∈ E2, такое что �b ∈ C.

Значит, либо B0 ∪D0 = ∅, либо B1 ∪D1 = ∅. Рассмотрим первый
случай. Покажем, что C = M q,1

B1,D1
. Легко проверить, что C ⊆ M q,1

B1,D1
.

Для произвольного � ∈ M q,1
B1,D1

покажем, что � ∈ C. По индукции

будем доказывать, что для любого Q ⊆ {1, 2, . . . , q − 1} существует
� ∈ C, такое что �(j) = �(j) для любого j ∈ Q и �(q) = �(q).

Докажем базис индукции. Пусть Q = {j}, j ∈ B1. Тогда для любо-
го  ∈ C выполняется (j) ⩽ (q). Предположим, что не существует
� ∈ C, такого что �(j) = �(j) и �(q) = �(q). Тогда либо для любого
 ∈ C выполняется (q) = 1, либо для любого  ∈ C выполняется
(j) = (q), либо для любого  ∈ C выполняется (j) = 0. В пер-

вом случае V ∈ C̃1, второй случай уже разобран, а третий случай
невозможен. Значит искомое � существует.

Пусть Q = {j}, j ∈ D1. Тогда для любого  ∈ C выполняется
(j) ∨ (q) = 1. Предположим, что не существует � ∈ C, такого что
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�(j) = �(j) и �(q) = �(q). Тогда либо для любого  ∈ C выполняется
(j) = 1, либо для любого  ∈ C выполняется (q) = 1, либо для
любого  ∈ C выполняется (j) ∕= (q). Первый случай невозможен,

во втором случае V ∈ C̃1, а третий случай уже разобран. Значит
искомое � существует.

Пусть Q = {j}, j /∈ B1 ∪ D1. Предположим, что не существует
� ∈ C, такого что �(j) = �(j) и �(q) = �(q). Тогда j ∈ B0∪D0∪B1∪D1.
Но мы рассматриваем случай, когда B0∪D0 = ∅ и j /∈ B1∪D1. Значит
искомое � существует.

Теперь докажем шаг индукции. Пусть ∣Q∣ ⩾ 2. Очевидно найдут-
ся различные подмножества Q1, Q2 множества Q, такие что ∣Q1∣ =
∣Q2∣ = ∣Q∣ − 1. По предположению индукции найдутся �1, �2 ∈ C,
такие что �k(j) = �(j) для любого j ∈ Qk, k = 1, 2, а также

�1(q) = �2(q) = �(q). По определению семейства C̃ для какого-то
� ∈ C выполняется ]q−1� =]q−1�. Тогда возьмём � = ℎ2(�1, �2, �) ∈ C,
причём �(j) = �(j) для любого j ∈ Q и �(q) = �(q).

Таким образом, мы доказали, что для любого Q ⊆ {1, 2, . . . , q−1},
существует � ∈ C, такое что �(j) = �(j) для любого j ∈ Q и �(q) =
�(q). В частности это верно для Q = {1, 2, . . . , q − 1}, значит � ∈ C и

C = M q,1
B1,D1

. Так как C ∕= E2
q, то B1 ∪D1 ∕= ∅.

Полностью аналогично рассматривается случай B1∪D1 = ∅. Лем-
ма доказана.

Лемма 21. Пусть M ⊆ Pa
ℎ, M ⊆ V ∈ C̃M , тогда существует

V ′ ∈ C̃3ℎ+3ℎ
M , такое что M ⊆ V ′.

Доказательство. Пусть V = U(M=
p,q). Рассмотрим минимальное q0,

такое что M ⊆ U(M=
p0,q0

).

Пусть p0 > ℎ. Рассмотрим автомат с n входами T ∈ M. По-
кажем, что T ∈ U(M=

ℎ,q0−p0+ℎ). Пусть �1, �2, . . . , �n ∈ M=
ℎ,q0−p0+ℎ.

Для i = 1, 2, . . . , n определим �′
i = 0p0−ℎ�i. Легко проверить, что

�′
1, �

′
2, . . . , �

′
n ∈ M=

p0,q0
. Так как M ⊆ U(M=

p0,q0
), то T (�′

1, �
′
2, . . . , �

′
n) ∈

M=
p0,q0

. По условию T — автомат высоты ℎ, значит

T p0(]p0�
′
1, ]p0�

′
2, . . . , ]p0�

′
n) = T ℎ(]ℎ�1, ]ℎ�2, . . . , ]ℎ�n),

T q0(�′
1, �

′
2, . . . , �

′
n) = T q0−p0+ℎ(�1, �2, . . . , �n).
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Тогда T (�1, �2, . . . , �n) ∈ M=
ℎ,q0−p0+ℎ и M ⊆ U(M=

ℎ,q0−p0+ℎ). Но мы
предполагали, что q0 — минимальное. Получили противоречие.

Пусть q0 − p0 > ℎ. Рассмотрим автомат с n входами T ∈ M.
Покажем, что T ∈ U(M=

p0,p0+ℎ). Рассмотрим слова �1, �2, . . . , �n ∈

M=
p0,p0+ℎ. Для i = 1, 2, . . . , n определим �′

i = (]p0�i)0
q0−p0−ℎ([ℎ�i). Лег-

ко проверить, что �′
1, �

′
2, . . . , �

′
n ∈ M=

p0,q0
. Так как M ⊆ U(M=

p0,q0
), то

T (�′
1, �

′
2, . . . , �

′
n) ∈ M=

p0,q0
. По условию T — автомат высоты ℎ, значит

T p0(]p0�
′
1, ]p0�

′
2, . . . , ]p0�

′
n) = T p0(]p0�1, ]p0�2, . . . , ]p0�n),

T q0(�′
1, �

′
2, . . . , �

′
n) = T p0+ℎ(�1, �2, . . . , �n).

Тогда T (�1, �2, . . . , �n) ∈ M=
p0,p0+ℎ и M ⊆ U(M=

p0,p0+ℎ). Но мы пред-
полагали, что q0 — минимальное. Получили противоречие. Значит

q0 = p0 + (q0 − p0) ⩽ 2ℎ < 3ℎ + 3ℎ и M ⊆ U(M=
p0,q0

) ∈ C̃3ℎ+3ℎ
M . Полно-

стью аналогично рассматривается случай, когда V = U(M ∕=
p,q).

Теперь пусть V = U(M q,1
B,D), где q ⩾ 2, B,D ⊆ {1, 2, 3, . . . , q − 1},

B ∩D = ∅, B ∪D ∕= ∅, Рассмотрим минимальное q0, такое что для
каких-то B0 и D0 выполняется M ⊆ U(M q0,1

B0,D0
), причём B0∪D0 ∕= ∅.

Если q0 ⩽ 3ℎ +3ℎ, то лемма доказана. Предположим, что это не так.
Каждому i от ℎ до q0 − ℎ сопоставим число r(i) : r(i) = 1, если

i ∈ B0; r(i) = 2, если i ∈ D0; r(i) = 3 иначе.
Идея доказательства заключается в следующем. Рассмотрим сло-

во
r(ℎ)r(ℎ+ 1)r(ℎ+ 2) . . . r(q0 − ℎ)

в алфавите {1, 2, 3}. Если q0 достаточно велико, то в этом слове най-
дутся два совпадающих подслова длины ℎ. Тогда мы может «выре-
зать» часть между началами двух подслов и по получившемуся слову

построить множество M q′,1
B′,D′ , такое что M ⊆ U(M q′,1

B′,D′), B′ ∪D′ ∕= ∅

и q′ < q0. Тем самым мы уменьшим q0. А мы предположили, что оно
минимально.

Для каждого i от 2ℎ до q0 − ℎ рассмотрим набор

(r(i− ℎ+ 1), r(i− ℎ+ 2), . . . , r(i− 2), r(i − 1), r(i)).

Этот набор может принимать 3ℎ различных значений. Так как по
предположению q0 > 3ℎ + 3ℎ, то найдутся числа i1 и i2, такие что
i1 < i2 и r(i1 − j) = r(i2 − j) для любого j, 0 ⩽ j < ℎ.
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Пусть q′ = q0 − (i2 − i1). Рассмотрим множество B′ ⊆ {1, 2,
3, . . . , q′ − 1}, такое что j ∈ B′ точно тогда, когда j ⩽ i1 и j ∈ B0,
либо j > i1 и j + (i2 − i1) ∈ B0. Также рассмотрим множество
D′ ⊆ {1, 2, . . . , q′ − 1}, такое что j ∈ D′ точно тогда, когда j ⩽ i1
и j ∈ D0, либо j > i1 и j + (i2 − i1) ∈ D0.

Предположим, что B′ ∪ D′ = ∅. Тогда определим множества
B′

0,D
′
0 ⊆ {1, 2, . . . , q0 − ℎ − 1}. Пусть j ∈ B′

0 точно тогда, когда
j + ℎ ∈ B0. Аналогично j ∈ D′

0 точно тогда, когда j + ℎ ∈ D0. По-

кажем, что M ⊆ U(M q0−ℎ,1
B′

0
,D′

0

). Рассмотрим произвольный автомат с

n входами T ∈ M и произвольные �1, �2, . . . , �n ∈ M q0−ℎ,1
B′

0
,D′

0

. Легко

проверить, что для любого i выполняется 0ℎ�i ∈ M q0,1
B0,D0

. Значит

T (0ℎ�1, 0
ℎ�2, 0

ℎ . . . , 0ℎ�n) = � ∈ M q0,1
B0,D0

.

Пусть  = T (�1, �2, . . . , �n). Легко проверить, что [q0−2ℎ(�) =
[q0−2ℎ(). Учитывая, что в B′

0 и D′
0 нет j, такого что j ⩽ ℎ, полу-

чаем, что  ∈ M q0−ℎ,1
B′

0
,D′

0

. Значит M ⊆ U(M q0−ℎ,1
B′

0
,D′

0

), причём B′
0∪D′

0 ∕= ∅.

Но мы предполагали, что q0 — минимальное такое число. Получили
противоречие.

Теперь рассмотрим случай, когда B′ ∪ D′ ∕= ∅. Покажем, что

M ⊆ U(M q′,1
B′,D′). Рассмотрим произвольный автомат с n входами

T ∈ M и произвольные �1, �2, . . . , �n ∈ M q′,1
B′,D′ . Докажем, что для

� = T (�1, �2, . . . , �n) выполняется � ∈ M q′,1
B′,D′ .

Для i = 1, 2, . . . , n определим i = (]i1�i)�1([q′−i1�i), где ∣�1∣ =
i2 − i1, �1(j) = 0 точно тогда, когда j + i1 ∈ B0. Покажем, что

1, 2, . . . , n ∈ M q0,1
B0,D0

.

Если j ∈ B0, j ⩽ i1, то j ∈ B′, значит i(j) = �i(j) ⩽ �i(q
′) =

i(q0). Если j ∈ B0, j > i2, то j − (i2 − i1) ∈ B′, значит i(j) =
�i(j− (i2− i1)) ⩽ �i(q

′) = i(q0). Если j ∈ B0, i1 < j ⩽ i2, то i(j) = 0.
Аналогично доказывается, если j ∈ D0.

Таким образом, мы доказали, что 1, 2, . . . , n ∈ M q0,1
B0,D0

. Тогда

T (1, 2, . . . , n) = �1 ∈ M q0,1
B0,D0

. Легко проверить, что ]i1� =]i1�1 и

�(q′) = �1(q0).
Аналогично для i = 1, 2, . . . , n определим �i = �2[q′−i1+ℎ�i, где

∣�2∣ = i2 − ℎ, �2(j) = 0 точно тогда, когда j ∈ B0. Покажем, что

�1, �2, . . . , �n ∈ M q0,1
B0,D0

.
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Если j ∈ B0, j ⩽ i2 − ℎ, то �i(j) = 0. Если j ∈ B0, j > i2 − ℎ, то
j − (i2 − i1) ∈ B′, значит �i(j) = �i(j − (i2 − i1)) ⩽ �i(q

′) = �i(q0).
Аналогично доказывается, если j ∈ D0.

Таким образом �1, �2, . . . , �n ∈ M q0,1
B0,D0

. Тогда T (�1, �2, . . . , �n) =

�2 ∈ M q0,1
B0,D0

. Учитывая, что высота автомата T не более чем ℎ, легко

проверить, что [q′−i1� = [q0−i2�2.
Если j ∈ B′, то либо j ⩽ i1, j ∈ B0 и �(j) = �1(j) ⩽ �1(q0) = �(q′),

либо j > i1, j+(i2− i1) ∈ B0 и �(j) = �2(j+(i2− i1)) ⩽ �2(q0) = �(q′).
Если j ∈ D′, то либо j ⩽ i1, j ∈ B0 и �(j) ∨ �(q′) = �1(j) ∨ �1(q0) = 1,
либо j > i1, j+(i2−i1) ∈ B0 и �(j)∨�(q′) = �2(j+(i2−i1))∨�2(q0) = 1.

Значит � ∈ M q′,1
B′,D′ .

То есть, произвольный автомат T ∈ M принадлежит U(M q′,1
B′,D′),

где B′ ∪D′ ∕= ∅ и q′ < q0. А мы предполагали, что q0 — минималь-
ное такое число. Получили противоречие. Полностью аналогично рас-
сматривается случай когда V = U(M q,0

B,D). Лемма доказана.

Доказательство утверждения 5. Необходимость следует из утвер-
ждения 1. Докажем достаточность. Предположим, что M — не

A-полно. Покажем, что для какого-то V ∈ W̃ ℎ
3 выполняется M ⊆ V.

Из утверждения 3 следует, что для какого-то V ′ ∈ W̃ выполняется
M ⊆ V ′. Покажем, что для любого p ⩾ 2 выполняется ℎ2 /∈ K̃p =
U(Kp). В самом деле,

(0p, 0p), (0p, 1p), (0p−11, 0p−11) ∈ Kp,

ℎ2(0
p, 0p, 0p−11) = 0p, ℎ2(0

p, 1p, 0p−11) = 0p−11.

При этом (0p, 0p−11) /∈ Kp. Значит V ′ /∈ K̃.

Также легко убедиться, что для любого L̃p ∈ L̃ выполняется ℎ2 /∈

L̃p. Значит V ′ /∈ L̃. То есть, мы получили, что V ′ ∈ C̃ ∪ S̃ ∪ D̃ ∪ Ã.
Тогда из леммы 20 следует, что

V ′ ∈ C̃M ∪ C̃0 ∪ C̃1 ∪ S̃ ∪ D̃ ∪ Ã.

Из лемм 21, 16, 12, 13 и 15 следует, что существует

V ∈ C̃3ℎ+3ℎ
M ∪ C̃ℎ

0 ∪ C̃ℎ
1 ∪ S̃ℎ ∪ D̃ℎ ∪ Ãℎ ⊆ W̃ ℎ

2 ,

такое что M ⊆ V. Утверждение доказано.
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Пусть q⩾2, Nq = {(a, b)∣1⩽a⩽b<q}, B ⊆ Nq, D ⊆ {1, 2, . . . , q−1}.
Определим

F q
B,D = {� ∈ E2

q∣∀(n1, n2) ∈ B (�(n1) ∨ �(n2) ∨ �(q) = 1),

∀i ∈ D (�(i) ⩽ �(q))}.

Определим два подсемейства C̃F ⊂ C̃, C̃ℎ
F ⊂ C̃ℎ :

C̃F = {U(F q
B,D)∣q ⩾ 2, B ⊆ Nq,D ⊆ {1, 2, . . . , q − 1}, B ∪D ∕= ∅}

C̃ℎ
F = {U(F q

B,D)∣2 ⩽ q ⩽ ℎ,B ⊆ Nq,D ⊆ {1, 2, . . . , q − 1}, B ∪D ∕= ∅}

Лемма 22. Пусть V ∈ C̃, ℎ3
∗ ∈ V, тогда V ∈ C̃M ∪ C̃F ∪ C̃0 ∪ C̃1.

Доказательство. Пусть V = U(C), где C ⊂ E2
q, причём для любого

� ∈ E2
q−1 существует b ∈ E2, такое что �b ∈ C. Если q = 1, то

очевидно V ∈ C̃0 ∪ C̃1.
Далее будем считать, что q ⩾ 2. Пусть 0q ∈ C, покажем, что в этом

случае ℎ2 ∈ V. Пусть �1, �2, �3 ∈ C. Тогда нетрудно убедиться, что
ℎ2(�1, �2, �3) = ℎ3

∗(�1, �2, �3, 0
q) ∈ C. Значит, ℎ2 ∈ V и утверждение

леммы следует из леммы 20.
Пусть 0q /∈ C, тогда 0q−11 ∈ C. Так как ℎ3

∗(x1, x1, x2, x2) = x1 ∨
x2 ∈ V, и для любого � ∈ E2

q−1 существует b ∈ E2, такое что �b ∈ C,
то для любого � ∈ E2

q−1 выполняется �b ∨ 0q−11 = �1 ∈ C.
Пусть B ⊆ Nq — множество всех пар (n1, n2), где 1 ⩽ n1 ⩽ n2 < q,

таких что для любого � ∈ C выполняется �(n1) ∨ �(n2) ∨ �(q) = 1.
Пусть D — множество всех i, 1 ⩽ i < q, таких что для любого � ∈ C
выполняется �(i) ⩽ �(q). Покажем, что C = F q

B,D. Легко проверить,

что C⊆F q
B,D. Рассмотрим произвольное �∈F q

B,D, такое что �(q)=0.
Докажем, что � ∈ C. По индукции будем доказывать, что для любого
Q ⊆ {1, 2, . . . , q−1} существует � ∈ C, такое что �(q) = 0 и �(j) = �(j)
для любого j ∈ Q.

Докажем базис индукции. Пусть Q = {j}, �(j) = 1, тогда j /∈ D,
значит существует � ∈ C, такое что �(j) = 1, �(q) = 0. Пусть Q =
{j}, �(j) = 0, тогда (j, j) /∈ B, значит существует � ∈ C, такое что
�(j) = �(q) = 0. Аналогично, если Q = {j1, j2}, �(j1) = �(j2) = 0,
тогда (j1, j2) /∈ B, значит существует � ∈ C, такое что �(j1) = �(j2) =
�(q) = 0.
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Теперь докажем шаг индукции. Пусть ∣Q∣ > 1 и для какого-то
l ∈ Q выполняется �(l) = 1. Тогда l /∈ D, значит найдётся  ∈ C,
такое что (l) = 1, (q) = 0. По предположению индукции найдётся
�0 ∈ C, такое что �0(q) = 0 и �0(j) = �(j) для любого j ∈ Q ∖ {l}.
Тогда возьмём � = ℎ3

∗(�0, �0, , 0
l−110q−l−11) ∈ C. Легко проверить,

что �(j) = �0(j) для любого j ∈ Q ∖ {l}, �(l) = 1, �(q) = 0. Значит
�(j) = �(j) для любого j ∈ Q.

Пусть ∣Q∣ > 2 и для любого l ∈ Q выполняется �(l) = 0. Оче-
видно найдутся попарно различные подмножества Q1, Q2, Q3 множе-
ства Q, такие что ∣Q1∣ = ∣Q2∣ = ∣Q3∣ = ∣Q∣ − 1. По предположе-
нию индукции найдутся �1, �2, �3 ∈ C, такие что �1(q) = �2(q) =
�3(q) = 0 и �k(j) = �(j) для любого j ∈ Qk, k = 1, 2, 3. Возь-
мём � = ℎ3

∗(�1, �2, �3, 0
q−11) ∈ C. Легко проверить, что �(q) = 0

и �(j) = �(j) для любого j ∈ Q.
Таким образом, мы доказали, что для любого Q ⊆ {1, 2, . . . , q−1},

существует � ∈ C, такое что �(q) = 0 и �(j) = �(j) для любого
j ∈ Q. В частности это верно для Q = {1, 2, . . . , q−1}, значит � ∈ C и

C = F q
B,D. Так как C ∕= E2

q, то B∪D ∕= ∅ и V ∈ C̃F . Лемма доказана.

Лемма 23. Пусть M ⊆ Pa
ℎ, M ⊆ V ∈ C̃F , тогда существует V ′ ∈

C̃4ℎ⋅28ℎ
2
+4ℎ

F ∪ C̃ℎ
1 , такое что M ⊆ V ′.

Доказательство. Пусть V = U(F q
B,D), где q ⩾ 2, B ⊆ Nq, D ⊆

{1, 2, . . . , q − 1}, B ∪D ∕= ∅.
Если для (n1, n2) ∈ B, n1 < n2, не существует � ∈ F q

B,D, такого что

�(n1) = �(q) = 0, то во множестве B пару (n1, n2) можно заменить на
пару (n1, n1), при этом множество F q

B,D не изменится. Аналогично,

если не существует � ∈ F q
B,D, такого что �(n2) = �(q) = 0, то пару

(n1, n2) можно заменить на пару (n2, n2). Поэтому далее будем пола-
гать, что если (n1, n2) ∈ B, n1 < n2, то найдутся слова �1, �2 ∈ F q

B,D,
такие что

�1(n1) = �1(q) = �2(n2) = �2(q) = 0.

Пусть существует (n1, n2) ∈ B, такое что ℎ ⩽ n1 ⩽ n2 ⩽ q − ℎ
и ∣n1 − n2∣ ⩾ ℎ. Покажем, что в этом случае M ⊆ U(C1,ℎ), то
есть каждый автомат из M сохраняет единицу в момент времени
ℎ. Пусть T — автомат с n входами, T ∈ M. Рассмотрим произволь-
ные �1, �2, . . . , �n ∈ E2

ℎ, такие что �1(ℎ) = �2(ℎ) = . . . = �n(ℎ) = 1.
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Докажем, что для � = T (�1, �2, . . . , �n) выполняется �(ℎ) = 1. Выбе-
рем произвольные слова 1, 2, . . . , n ∈ E2

q, такие что для любого i
выполняется

[ℎ]n1
i = [ℎ]n2

i = [ℎ]qi = �i.

i(q) = 1 для любого i, поэтому i ∈ F q
B,D. Так как M ⊆ U(F q

B,D), то

T (1, 2, . . . , n) = � ∈ F q
B,D.

Так как T ∈ Pa
ℎ, то �(n1) = �(n2) = �(q) = �(ℎ). Но � ∈ F q

B,D,

а (n1, n2) ∈ B, значит �(ℎ) = 1. Таким образом, мы показали, что

M ⊆ U(C1,ℎ) ∈ C̃ℎ
1 .

Осталось рассмотреть случай, когда для любой пары (n1, n2) ∈ B
либо n1 < ℎ, либо n2 > q − ℎ, либо ∣n1 − n2∣ < ℎ.

Рассмотрим минимальное q0, такое что для каких-то B0 и D0 вы-
полняется M ⊆ U(F q0

B0,D0
), причём B0∪D0 ∕= ∅. Если q0 ⩽ 4ℎ⋅28ℎ

2

+4ℎ,
то лемма доказана. Предположим, что это не так.

Каждому i от ℎ до q0 − ℎ сопоставим набор r(i) =
(a1, a2, a3, . . . , a4ℎ), где a1, a2, . . . , a4ℎ ∈ E2. Если j ⩽ ℎ, то aj = 1 тогда
и только тогда, когда (j, i) ∈ B0. Если ℎ < j ⩽ 2ℎ, то aj = 1 тогда и
только тогда, когда (i + j − 2ℎ, i) ∈ B0. Если 2ℎ < j ⩽ 3ℎ, то aj = 1
тогда и только тогда, когда (i, i + j − 2ℎ) ∈ B0. Если 3ℎ < j < 4ℎ, то
aj = 1 тогда и только тогда, когда (i, q+ j−4ℎ) ∈ B0. Если j = 4ℎ, то
aj = 1 тогда и только тогда, когда i ∈ D0. Нетрудно убедиться, что
набор r(i) определяет все пары из B0, в которых может присутство-
вать число i.

Идея доказательства заключается в следующем. Рассмотрим сло-
во

r(ℎ)r(ℎ+ 1)r(ℎ+ 2) . . . r(q0 − ℎ)

в алфавите E2
4ℎ. Если q0 достаточно велико, то в этом слове найдутся

два совпадающих подслова длины 2ℎ, находящихся на расстоянии
больше ℎ. Тогда мы может «вырезать» часть между началами двух

подслов и по получившемуся слову построить множество F q′

B′,D′ , такое

что M ⊆ U(F q′

B′,D′), B′ ∪D′ ∕= ∅ и q′ < q0. Тем самым мы уменьшим
q0, а мы предполагали, что оно минимально.

Для каждого i = (4l + 3) ⋅ ℎ, где 0 ⩽ l ⩽ 28ℎ
2

, рассмотрим набор

(r(i− 2ℎ+ 1), r(i− 2ℎ+ 2), . . . , r(i− 2), r(i − 1), r(i)).
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Этот набор может принимать (24ℎ)
2ℎ

= 28ℎ
2

различных значений.

Так как по предположению q0 > 4ℎ ⋅28ℎ
2

+4ℎ, то найдутся различные
числа i1 = (4l1+3) ⋅ℎ и i2 = (4l2+3) ⋅ℎ, такие что i1 < i2 и r(i1− j) =
r(i2−j) для любого j, 0 ⩽ j < 2ℎ. В этом случае очевидно i2−i1 ⩾ 4ℎ,
3ℎ ⩽ i1, i2 < q0 − ℎ.

Пусть q′ = q0 − (i2 − i1). Рассмотрим множество B′ ⊆ Nq′ , такое
что (n′

1, n
′
2) ∈ B′ точно тогда, когда выполняется одно из следующих

условий:
1) n′

1 ⩽ n′
2 ⩽ i1, (n

′
1, n

′
2) ∈ B0,

2) n′
1 ⩽ i1, n

′
2 > q′ − ℎ, (n′

1, n
′
2 + (i2 − i1)) ∈ B0,

3) n′
1 > i1 − ℎ, n′

2 > i1, (n
′
1 + (i2 − i1), n

′
2 + (i2 − i1)) ∈ B0,

4) n′
1 < ℎ, n′

2 > i1, (n
′
1, n

′
2 + (i2 − i1)) ∈ B0.

Также рассмотрим множество D′ ⊆ {1, 2, . . . , q′−1}, такое что j ∈
D′ точно тогда, когда j < i1 и j ∈ D0, либо j > i1 и j + (i2 − i1) ∈ D0.

Предположим, что B′ ∪ D′ = ∅. Тогда определим множества
B′

0 ⊆ Nq0−ℎ, D
′
0 ⊆ {1, 2, . . . , q0 − ℎ− 1}. Пусть (n1, n2) ∈ B′

0 точно то-
гда, когда (n1+ℎ, n2+ℎ) ∈ B0. Аналогично j ∈ D′

0 точно тогда, когда

j+ℎ ∈ D0. Покажем, что M ⊆ U(F q0−ℎ

B′

0
,D′

0

). Рассмотрим произвольный

автомат с n входами T ∈ M и произвольные �1, �2, . . . , �n ∈ F q0−ℎ

B′

0
,D′

0

.

Легко проверить, что для любого i выполняется 0ℎ�i ∈ F q0
B0,D0

. Зна-
чит

T (0ℎ�1, 0
ℎ�2, 0

ℎ . . . , 0ℎ�n) = � ∈ F q0
B0,D0

.

Пусть  = T (�1, �2, . . . , �n). Легко проверить, что [q0−2ℎ(�) =
[q0−2ℎ(). Учитывая, что в B′

0 нет пары (n1, n2), в которой n1 ⩽ ℎ,

и в D′
0 нет j, такого что j ⩽ ℎ, получаем, что  ∈ F q0−ℎ

B′

0
,D′

0

. Значит

M ⊆ U(F q0−ℎ

B′

0
,D′

0

), причём B′
0 ∪D′

0 ∕= ∅. Но мы предполагали, что q0 —

минимальное такое число. Получили противоречие.
Теперь рассмотрим случай, когда B′ ∪ D′ ∕= ∅. Покажем, что

M ⊆ U(F q′

B′,D′). Рассмотрим произвольный автомат с n входами

T ∈ M и произвольные �1, �2, . . . , �n ∈ F q′

B′,D′ . Докажем, что для

� = T (�1, �2, . . . , �n) выполняется � ∈ F q′

B′,D′ . Предположим, что это
не так.

Для i = 1, 2, . . . , n определим i = (]i1�i)�([q′−i1+2ℎ�i), где ∣�∣ =
i2 − i1 − 2ℎ, �(j) = 0 точно тогда, когда j + i1 ∈ D0. Покажем, что
1, 2, . . . , n ∈ F q0

B0,D0
.
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Если j ∈ D0, j ⩽ i1, то j ∈ D′, значит i(j) = �i(j) ⩽ �i(q
′) =

i(q0). Если j ∈ D0, j > i2 − 2ℎ, то j − (i2 − i1) ∈ D′, значит i(j) =
�i(j − (i2 − i1)) ⩽ �i(q

′) = i(q0). Если j ∈ D0, i1 < j ⩽ i2 − 2ℎ, то
i(j) = 0.

Пусть (n1, n2) ∈ B0. Покажем, что для любого i выполняется
i(n1)∨i(n2)∨i(q0) = 1. Если n1 ⩽ n2 ⩽ i1, либо n1 ⩽ i1 и n2 > q0−ℎ,
либо n1 > i2 − ℎ и n2 > i2, либо n1 < ℎ и n2 > i2, то это следует из
определения множества B′.

Если i1 < n1 ⩽ i2 − 2ℎ и i(n1) = 0, то n1 ∈ D0, n1 < n2. Но
тогда не существует слова � ∈ B0, такого что �(n2) = �(q0) = 0. А мы
полагали, что это не так. Аналогично доказывается, если i1 < n2 ⩽

i2 − 2ℎ и i(n2) = 0.
Пусть n1 < ℎ и i2 − 2ℎ < n2 ⩽ i2. Так как r(n2) = r(n2 − (i2 − i1)),

то (n1, n2 − (i2 − i1)) ∈ B0. Значит (n1, n2 − (i2 − i1)) ∈ B′ и �i(n1) ∨
�i(n2 − (i2 − i1))∨ �i(q

′) = 1 для любого i. Учитывая определение i,
получаем i(n1) ∨ i(n2) ∨ i(q0) = 1.

Пусть i2−2ℎ < n1 ⩽ i2−ℎ и n2 > q−ℎ. Так как r(n1) = r(n1−(i2−
i1)), то (n1−(i2−i1), n2) ∈ B0. Значит (n1−(i2−i1), n2−(i2−i1)) ∈ B′

и �i(n1−(i2−i1))∨�i(n2−(i2−i1))∨�i(q
′) = 1 для любого i. Учитывая

определение i, получаем i(n1) ∨ i(n2) ∨ i(q0) = 1.
Осталось рассмотреть случай, когда i2 − 2ℎ < n1 ⩽ n2 ⩽ i2. Так

как r(n1) = r(n1 − (i2 − i1)), то (n1 − (i2 − i1), n2 − (i2 − i1)) ∈ B0.
Значит (n1 − (i2 − i1), n2 − (i2 − i1)) ∈ B′ и �i(n1 − (i2 + i1))∨ �i(n2 −
(i2+i1))∨i(q

′) = 1 для любого i. Учитывая определение i, получаем
i(n1) ∨ i(n2) ∨ i(q0) = 1.

Таким образом, мы доказали, что 1, 2, . . . , n ∈ F q0
B0,D0

. Тогда

T (1, 2, . . . , n) = � ∈ F q0
B0,D0

. Учитывая, что T — автомат высоты

ℎ, легко проверить, что � = (]i1�)([q0−i2�), причём [ℎ]i1� = [ℎ]i2�. По

предположению � /∈ F q′

B′,D′ . Если для какого-то j ∈ D′ выполняется

�(j) = 1, �(q) = 0, то либо j ⩽ i1, j ∈ D0 и �(j) = 1, либо j > i1,
j + (i2 − i1) ∈ D0 и �(j + (i2 − i1)) = 1. Оба случая невозможны.

Осталось рассмотреть случай, когда для какой-то пары (n′
1, n

′
2) ∈

B′ выполняется �(n′
1) = �(n′

2) = �(q′) = 0. Если n′
1 ⩽ n′

2 ⩽ i1, то
�(n′

1) = �(n′
1) = 0, �(n′

2) = �(n′
2) = 0, �(q′) = �(q0) = 0. Но � ∈ F q0

B0,D0

и (n′
1, n

′
2) ∈ B0. Получили противоречие.

Если n′
1 ⩽ i1, n

′
2 > q′ − ℎ, то �(n′

1) = �(n′
1) = 0, �(n′

2 + (i2 − i1)) =
�(n′

2) = 0, �(q′) = �(q0) = 0. Но � ∈ F q0
B0,D0

и (n′
1, n

′
2 + (i2 − i1)) ∈ B0.
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Получили противоречие.

Если n′
1 > i1 − ℎ, n′

2 > i1, то �(n′
1 + (i2 − i1)) = �(n′

1) = 0, �(n′
2 +

(i2 − i1)) = �(n′
2) = 0, �(q′) = �(q0) = 0. Но � ∈ F q0

B0,D0
и (n′

1 + (i2 −

i1), n
′
2 + (i2 − i1)) ∈ B0. Получили противоречие.

Если n′
1 < ℎ и n′

2 > i1, то то �(n′
1) = �(n′

1) = 0, �(n′
2 + (i2 − i1)) =

�(n′
2) = 0, �(q′) = �(q0) = 0. Но � ∈ F q0

B0,D0
и (n′

1, n
′
2 + (i2 − i1)) ∈ B0.

Получили противоречие.

Значит произвольный автомат T ∈ M принадлежит U(F q′

B′,D′), где

B′ ∪ D′ ∕= ∅ и q′ < q0. А мы предполагали, что q0 — минимальное
такое число. Получили противоречие, лемма доказана.

Доказательство утверждения 6. Необходимость следует из утвер-
ждения 1. Докажем достаточность. Предположим, что M — не

A-полно. Покажем, что для какого-то V ∈ W̃ ℎ
3 выполняется M ⊆ V.

Из утверждения 3 следует, что для какого-то V ′ ∈ W̃ выполняется
M ⊆ V ′. Покажем, что для любого p ⩾ 2 выполняется ℎ3

∗ /∈ K̃p =
U(Kp). В самом деле,

(0p, 0p), (0p, 1p), (0p−11, 0p−11) ∈ Kp,

ℎ3
∗(0p, 0p, 0p, 0p−11) = 0p, ℎ3

∗(0p, 0p, 1p, 0p−11) = 0p−11.

При этом (0p, 0p−11) /∈ Kp. Значит V ′ /∈ K̃.

Также легко убедиться, что для любого L̃p ∈ L̃ выполняется ℎ3
∗ /∈

L̃p. Значит V ′ /∈ L̃. Аналогично для любого D̃p ∈ D̃ выполняется

ℎ3
∗ /∈ D̃p. Значит V ′ /∈ D̃.

То есть, мы получили, что V ′ ∈ C̃ ∪ S̃ ∪ Ã. Из леммы 22 получаем,
что

V ′ ∈ C̃M ∪ C̃F ∪ C̃0 ∪ C̃1 ∪ S̃ ∪ Ã.

Из лемм 20, 22, 16, 12 и 15 следует, что существует

V ∈ C̃3ℎ+3ℎ
M ∪ C̃4ℎ⋅28ℎ

2
+4ℎ

F ∪ C̃ℎ
0 ∪ C̃ℎ

1 ∪ S̃ℎ ∪ Ãℎ,

такое что M ⊆ V. Учитывая, что 4ℎ ⋅28ℎ
2

+4ℎ > 3ℎ+3ℎ > ℎ, получаем

V ∈ W̃ ℎ
3 . Утверждение доказано.
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