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В работе рассматриваются системы вида M = F ∪ν, где F —

некоторый класс Поста, а ν — конечная система дефинитных

автоматов. Выделены некоторые классы Поста, для которых

проблемы полноты и A-полноты для систем вида F ∪ ν алго-

ритмически неразрешимы.

Введение

В работах [10, 3] установлена алгоритмическая неразрешимость
задач о полноте и A-полноте относительно операций суперпозиции и
обратной связи для конечных систем автоматных функций. Для си-
стем автоматов, содержащих все булевы функции, указанные задачи
алгоритмически разрешимы [4, 5]. Д.Н.Бабин исследовал на полноту
и A-полноту системы вида F ∪ ν, где F — некоторый класс Поста,
а ν — конечная система автоматных функций. Ему удалось постро-
ить классификацию классов Поста по их способности гарантировать
разрешимость проблемы полноты конечных систем автоматов. Ока-
залось, что проблемы полноты и A-полноты для систем вида F ∪ ν
разрешимы точно тогда, когда F содержит либо функцию x ⊕ y ⊕ z,
либо функцию xy ∨ yz ∨ xz [6].

Похожие результаты были получены для дефинитных автоматов.
Было показано, что для этих автоматов задачи о полноте и A-полно-
те относительно операции суперпозиции алгоритмически неразреши-
мы [7]. Ранее автор показал, что для систем дефинитных автоматов
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вида P2 ∪ ν существует алгоритм проверки на полноту и A-полноту
таких систем автоматов [8]. Для каждого конечного ν он заключается
в проверке непринадлежности ν конечному числу предполных клас-
сов. Естественно исследовать на полноту и A-полноту системы вида
F ∪ν, где F — некоторый класс Поста, а ν — конечная система дефи-
нитных автоматов. Возникает разделение классов Поста на сильные
и слабые по их способности гарантировать разрешимость полноты и
A-полноты для дефинитных автоматов. В данной работе выделены
слабые классы Поста.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю
Кудрявцеву В.Б. за оказанную помощь и поддержку в исследовании
задачи и написании данной работы.

1. Основные понятия и результаты

Пусть N = {1, 2, 3, . . .} — множество всех натуральных чисел,
N0 = N∪{0}, E2 = {0, 1}, E2

l — множество всех слов длины l в алфа-
вите E2, E — множество всех бесконечных последовательностей нулей
и единиц. Далее такие последовательности называем сверхсловами.
Множество En состоит из всех наборов (α1, α2, . . . , αn), где αi ∈ E.
Если a, b ∈ E2, то a — отрицание a, a∨ b — дизъюнкция a и b, a&b —
конъюнкция a и b.

Пусть α — слово или сверхслово, тогда α(n) — n-ый элемент α.
Обозначим через |α| длину слова α; для сверхслова α будем полагать,
что |α| = ∞. Для произвольного слова α определим [kα = α(|α| − k +
1) . . . α(|α| − 1)α(|α|). Для k 6 |α| обозначим ]kα = α(1)α(2) . . . α(k),
[l]kα = α(k − l + 1)α(k − l + 2) . . . α(k). Для произвольного конечного
слова α определим слово αs = αα . . . α︸ ︷︷ ︸

s

, и cверхслово α∞ = ααα . . . .

Функция T : En → E называется дефинитным автоматом с n
входами высоты h, если существуют функции fj : (E2

j)
n
→ E2 (j =

1, 2, 3, . . . , h), такие что для любых x1, x2, . . . , xn ∈ E выполняется:

T (x1, x2, . . . , xn)(1) = f1(]1x1, ]1x2, . . . , ]1xn),
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T (x1, x2, . . . , xn)(2) = f2(]2x1, ]2x2, . . . , ]2xn),

· · ·

T (x1, x2, . . . , xn)(h) = fh(]hx1, ]hx2, . . . , ]hxn),

T (x1, x2, . . . , xn)(h + 1) = fh([h]h+1x1, [h]h+1x2, . . . , [h]h+1xn),

· · ·

T (x1, x2, . . . , xn)(h + i) = fh([h]h+ix1, [h]h+ix2, . . . , [h]h+ixn).

· · ·

Таким образом, согласно нашему определению автомат высоты h яв-
ляется также автоматом высоты h + 1. Элемент T (x1, x2, . . . , xn)(j)
будем называть элементом на выходе автомата T в момент времени
j, а xi(j) — элементом, подаваемым на i-ый вход в момент времени
j. Для j = 1, . . . , h− 1 функции fj определяют элемент на выходе ав-
томата T в моменты времени от 1 до h− 1, а функция fh определяет
элемент на выходе автомата, начиная с момента времени h.

Для p ∈ N зададим функцию T p : (E2
p)n → E2. Если p 6 h, то

определим
T p(α1, α2, . . . , αn) = fp(α1, α2, . . . , αn).

Для p > h определим

T p(α1, α2, . . . , αn) = fh([hα1, [hα2, . . . , [hαn).

Таким образом, для любого s функция T s определяет элемент на
выходе автомата T в момент времени s.

Функции fj, где j = 1, . . . , h, будем называть порождающими.
Нетрудно убедиться, что для задания дефинитного автомата необхо-
димо задать высоту автомата и порождающие функции. Для p 6 h
функции T p также будем называть порождающими. Функция T h по-
рождает функцию T s для любого s > h

T s(α1, α2, . . . , αn) = T h([hα1, [hα2, . . . , [hαn).

Множество всех дефинитных автоматов обозначим Pa. Множе-
ство всех дефинитных автоматов высоты 1 обозначим P2. Такие ав-
томаты будем называть булевыми функциями. Будем использовать
стандартные обозначения для автоматов из P2. А именно x, x&y = xy,
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x∨y — дефинитные автоматы T1, T2 и T3 высоты один такие, что вы-
полняется T 1

1 (α) = α, T 1
2 (α, β) = α&β, T 1

3 (α, β) = α ∨ β.
Автомат Sc высоты два с одним входом, для которого S1

c (α) = c,
S2

c (α) = α(1), назовём задержкой с начальным состоянием c.
Пусть M ⊆ Pa. Фиксируем некоторое счётное множество U =

{u1, u2, u3, . . .}, элементы которого будем называть переменными. Ин-
дуктивно определим понятие терма над множеством M :

1) Если u ∈ U, то u — терм над M .

2) Если F — автомат с n ∈ N0 входами, F ∈ M, τ1, τ2, . . . , τn —
термы над M, то выражение F (τ1, τ2, . . . , τn) — терм над M .

Термы, отличные от переменных, назовём собственными. Пусть
τ — произвольный терм, (x1, x2, . . . , xm) — набор попарно различных
переменных, содержащий все переменные, использованные при по-
строении терма τ . Тогда через τ(x1, x2, . . . , xm) обозначим функцию
τ : Em → E, определяемую индуктивно:

1) Если τ = xc — переменная, γ = (γ1, γ2, . . . , γm) ∈ Em, то опре-
делим

τ(x1, x2, . . . , xm)(γ) = γc.

2) Если τ = F (τ1, τ2, . . . , τn), γ = (γ1, γ2, . . . , γm) ∈ Em, то опреде-
лим

τ(x1, x2, . . . , xm)(γ) =

= F (τ1(x1, x2, . . . , xm)(γ), . . . , τn(x1, x2, . . . , xm)(γ)).

О функции T такой, что T = τ(x1, x2, . . . , xm) для некоторого соб-
ственного терма τ над множеством M, будем говорить, что она полу-
чена термальными операциями из дефинитных автоматов множества
M. Нетрудно проверить, что функция T также будет дефинитным ав-
томатом, поэтому мы можем ввести на множестве Pa оператор замы-
кания [ ] относительно термальных операций — такое отображение,
которое каждому множеству M ⊆ Pa сопоставляет множество [M ]
всех автоматов, которые можно получить термальными операциями
из дефинитных автоматов множества M. Определённый выше опера-
тор замыкания также известен как оператор замыкания относительно
операции суперпозиции [9].
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Множество M называется замкнутым, если [M ] = M ; множество
M называется полным, если [M ] = Pa. Проблема полноты для Pa со-
стоит в описании всех полных множеств M. Пусть τ ∈ N, cкажем, что
автоматы T1 и T2 с n входами τ -равны, если для любого i 6 τ выпол-
няется T i

1 = T i
2. Обозначим через [M ]τ множество всех дефинитных

автоматов, τ -равных получающимся из M с помощью термальных
операций. Множество называется τ -полным, если [M ]τ = Pa. Множе-
ство M называется A-полным, если [M ]τ = Pa для любого τ. Пробле-
ма A-полноты для Pa состоит в описании всех A-полных множеств M .

Нетрудно заметить, что дефинитные автоматы — это все автома-
ты, которые можно получить с помощью термальных операций из
автоматов из P2 и задержки. Другими словами [P2 ∪ Sc] = Pa, где
Sc — задержка с начальным состоянием c. Отсюда в частности сле-
дует, что [{x ∨ y, Sc}] = Pa.

Постом полностью описаны все замкнутые относительно операции
суперпозиции классы булевых функций [1, 2]. Все они конечнопорож-
денные и образуют счётную решетку по включению.

Пусть F — замкнутый класс булевых функций. Определим две
проблемы. Проблема А-ПОЛНОТА(F ): дана конечная система ν
дефинитных автоматов, заданных своими порождающими функци-
ями; требуется установить, A-полна ли система F ∪ ν. Проблема
ПОЛНОТА(F ): дана конечная система ν дефинитных автоматов, за-
данных своими порождающими функциями; требуется установить,
полна ли система F ∪ ν.

Ранее было показано, что для верхнего элемента решётки F = P2

проблемы А-ПОЛНОТА(F ) и ПОЛНОТА(F ) алгоритмически раз-
решимы [8]. Нетрудно убедиться, что если F ′ ⊆ F и проблема
А-ПОЛНОТА(F ) (ПОЛНОТА(F )) алгоритмически неразрешима, то
А-ПОЛНОТА(F ′) (ПОЛНОТА(F ′)) также алгоритмически неразре-
шима. Аналогично, если F ∗ — класс, двойственный к F относитель-
но замены 0 на 1, и проблема А-ПОЛНОТА(F ) (ПОЛНОТА(F )) ал-
горитмически неразрешима, то А-ПОЛНОТА(F ∗) (ПОЛНОТА(F ∗))
также алгоритмически неразрешима.

Воспользуемся обозначениями из [1]. F∞

4 = [{x ∨ y}], F∞

8 =
[{x&y}], S6 = [{x ∨ y, 0, 1}], P6 = [{x&y, 0, 1}], O9 = [{x, 0}].
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Теорема 1. Проблема А-ПОЛНОТА(F ) алгоритмически неразре-
шима для каждого F ∈ {F∞

4 , F∞

8 , S6, P6, O9}.

Теорема 2. Проблема ПОЛНОТА(F ) алгоритмически неразрешима
для каждого F ∈ {F∞

4 , F∞

8 , S6, P6, O9}.

2. Основные утверждения

Тройка θ = 〈D, ρ, ω〉, где D = {d1, d2, . . . , dk}, D∗ — множе-
ство слов в алфавите D, ρ : D → D∗, ρ(di) = Ri, ω — натураль-
ное число, называется системой однородных продукций Поста. Если
l > ω, то скажем, что θ применима к слову ξ = di1di2 . . . dil и слово
θ(ξ) = diw+1

diw+2
. . . dilRi1 назовём результатом применения θ к слову

ξ. Последовательность ξ1, ξ2, ξ3, . . . такую, что ξ1 = ξ, а ξi+1 = θ(ξi),
назовём последовательностью продукций Поста слова ξ. Известно,
что существует система однородных продукций Поста, для которой
не существует алгоритма, по слову ξ решающего вопрос о конечности
последовательности продукций слова ξ [11]. Зафиксируем эту систе-
му продукций Поста 〈D, ρ, ω〉.

Обозначим η = max(ω + 2, |R1| + 2, |R2| + 2, . . . , |Rk| + 2, 4).
Пусть d̃i = 001(01)1i+101k+1−i, d̃′i = 001(10)1i+101k+1−i для di ∈
D. Положим d̃0 = 001(01)101k+1 , d̃′0 = 001(10)101k+1 . Если ξ =
di1di2 . . . dil−1

dil , то ξ̃ = d̃i1 d̃i2 . . . d̃il−1
d̃′il . Нетрудно убедиться, что для

любого i, 0 6 i 6 k, выполняется |d̃i| = |d̃′i| = k + 8.
Пусть M0 = {d̃n

0 d̃′00
∞|n ∈ N0}; Mi = {d̃n

0 d̃j1 . . . d̃jl−1
d̃′jl

0∞|n ∈

N0, l ∈ N, dj1 = di}, где 1 6 i 6 k. Определим отображение T̃i :
Mi → E

T̃i(d̃
n
0 d̃j1 . . . d̃jl−1

d̃′jl
0∞) =





d̃n+ω
0 d̃jω+1

. . . d̃jl
R̃i0

∞, l > ω,

d̃n+ω
0 R̃i0

∞, l = ω,

d̃n+ω−1
0 d̃′00

∞, 0 < l < ω.

Определение 1. Дефинитный автомат T с n входами называется
автоматным доопределением отображения T̃ : C → E, если C ⊆ En

и для любого γ ∈ C выполняется T (γ) = T̃ (γ).

Пусть Ki = {α ∈ E2
2(k+8)|∃β∃γ (βαγ ∈ Mi)}, i = 0, 1, . . . , k.

То есть, Ki состоит из всех слов длины 2(k + 8), являющихся
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подсловами сверхслов из Mi. Аналогично положим K̂0 = {α ∈

E2
2(k+8)|∃β∃γ (βαγ = d̃∞0 )}. Легко проверить, что K̂0 ⊂ K0.
Пусть h = η · (k + 8). Зададим порождающими функциями дефи-

нитные автоматы T1, T2, T3, . . . , Tk, W, W0, G, G0 высоты h.
Зададим T h

i (α). Пусть какое-то подслово длины 2(k+8) слова α не
принадлежит Ki, тогда рассмотрим минимальное j > 2(k + 8) такое,
что [2(k+8)]jα не принадлежит Ki. Определим T h

i (α) = 1, когда h − j

чётно, и T h
i (α) = 0, когда h − j нечётно.

Пусть теперь любое подслово длины 2(k+8) слова α принадлежит
Ki. В этом случае T h

i (α) = 1 точно тогда, когда найдутся l > h и

γ ∈ Mi, такие что [h]lγ = α и для β = T̃i(γ) выполняется β(l) = 1.

Осталось определить T j
i (α) для j < h. Положим

T j
i (α) = T j+h

i (d̃η
0α).

Теперь зададим порождающие функции Gh(α, β) и W h(α, β, γ).
Пусть какое-то подслово длины 2(k +8) слова α не принадлежит K0,
тогда рассмотрим минимальное j > 2(k + 8) такое, что [2(k+8)]jα не
принадлежит K0. Определим

Gh(α, β) = β(j − 2),W h(α, β, γ) = β(j − 1)&γ(j − 1),

если h − j чётно, и

Gh(α, β) = β(j − 2),W h(α, β, γ) = β(j − 1) ∨ γ(j − 1),

если h − j нечётно.
Пусть теперь любое подслово длины 2(k+8) слова α принадлежит

K0. В этом случае положим

Gh(α, β) = β(h − 1),W h(α, β, γ) = β(h) ∨ γ(h).

Аналогично зададим порождающие функции Gh
0(α, β) и

W h
0 (α, β, γ). Если какое-то подслово длины 2(k + 8) слова α не при-

надлежит K̂0, тогда рассмотрим минимальное j > 2(k +8) такое, что

[2(k+8)]jα не принадлежит K̂0. Определим

Gh
0 (α, β) = β(j − 2),W h

0 (α, β, γ) = β(j − 1)&γ(j − 1),
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если h − j чётно, и

Gh
0(α, β) = β(j − 2),W h(α, β, γ) = β(j − 1) ∨ γ(j − 1),

если h − j нечётно.
Для j < h положим

Gj(α, β) = Gj+h(d̃η
0α, 1hβ), Gj

0(α, β) = Gj+h
0 (d̃η

0α, 1hβ),

W j(α, β, γ) = W j+h(d̃η
0α, 1hβ, 1hγ),W j

0 (α, β, γ) = W j+h
0 (d̃η

0α, 1hβ, 1hγ).

Пусть ci(α) — минимальное j такое, что [2(k+8)]2(k+8)+j(d̃0d̃0α) /∈
Ki, где i = 0, 1, . . . , k. Если такого j не существует, то ci(α) =
∞. Из определения следует, что для любого α ∈ Mi выполняется
ci(α) = ∞. Аналогично определим ĉ0(α) — минимальное j такое, что

[2(k+8)]2(k+8)+j(d̃0d̃0α) /∈ K̂0. Легко проверить, что для любого α вы-
полняется ĉ0(α) 6 c0(α).

Из определений следует, что автоматы W (α, β, γ) и G(α, β), начи-
ная с момента времени c0(α)−1, выдают на выходе слово (aa)k+8, где
a ∈ E2. Аналогично автоматы W0(α, β, γ) и G0(α, β), начиная с мо-
мента времени ĉ0(α)−1, выдают на выходе слово (aa)k+8, где a ∈ E2.
Автомат Ti(α), начиная с момента времени ci(α), выдает на выходе
слово (10)k+8. Слово (aa)k+8 — это, в каком-то смысле, код ошибки.

Утверждение 1. Для любого i ∈ {1, 2, . . . , k} дефинитный авто-

мат Ti является автоматным доопределением отображения T̃i.

Утверждение 2. Для любых α ∈ M0, β, γ ∈ E выполняется
G(α, β) = G0(d̃

∞

0 , β) = S1(β), W (α, β, γ) = W0(d̃
∞

0 , β, γ) = β ∨ γ, где
S1 — задержка с начальным состоянием 1.

Из этого утверждения, в частности, следует, что если на первый
вход каждого из автоматов G0,W0 подается сверхслово из M0, то G0

работает как задержка до какого-то момента времени, а W0 работает
как автомат x ∨ y до какого-то момента времени.

Для каждого ξ ∈ D∗ определим дефинитный автомат Tξ —

автомат без входов, который возвращает сверхслово ξ̃0∞, то есть
Tξ() = ξ̃0∞.
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Утверждение 3. Система Σ1 = {x ∨ y,W,G, T1, T2, . . . , Tk, Tξ} пол-
на точно тогда, когда последовательность продукций слова ξ конеч-
на.

Утверждение 4. Система Σ2 = {x ∨ y, 0, 1,W,G, T1 , T2, . . . , Tk, Tξ}
полна точно тогда, когда последовательность продукций слова ξ ко-
нечна.

Утверждение 5. Система Σ3 = {x, 0,W,G, T1, T2, . . . , Tk, Tξ} полна
точно тогда, когда последовательность продукций слова ξ конечна.

Утверждение 6. Система Σ′

1 = {x ∨ y,W0, G0, T1, T2, . . . , Tk, Tξ}
A-полна точно тогда, когда последовательность продукций слова ξ
бесконечна.

Утверждение 7. Система Σ′

2 ={x∨y, 0, 1,W0, G0, T1, T2, . . . , Tk, Tξ}
A-полна точно тогда, когда последовательность продукций слова ξ
бесконечна.

Утверждение 8. Система Σ′

3 = {x, 0,W0, G0, T1, T2, . . . , Tk, Tξ} A-
полна точно тогда, когда последовательность продукций слова ξ
бесконечна.

Доказательство теорем 1, 2.

Доказательства этих теорем основываются на утверждениях 3–8,
причём сами доказательства аналогичны, поэтому докажем только
теорему 2. Предположим, что теорема неверна. Тогда существует
алгоритм, решающий проблему ПОЛНОТА(F ) для какого-то F ∈
{F∞

4 , F∞

8 , S6, P6, O9}.
Построим алгоритм, решающий проблему конечности последова-

тельности продукций Поста 〈D, ρ, ω〉. По слову ξ эффективно стро-
ится автомат Tξ. По предположению существует алгоритм, решаю-
щий проблему полноты для системы F ∪ {W,G, T1, T2, . . . , Tk, Tξ}. Из
утверждений 3–5 следует, что F∪{W,G, T1, T2, . . . , Tk, Tξ} полна тогда
и только тогда, когда последовательность продукций слова ξ конечна.

Таким образом, алгоритм, решающий проблему конечности после-
довательности продукций Поста 〈D, ρ, ω〉, заключается в следующем:
по слову ξ строим дефинитный автомат Tξ; решаем проблему полно-
ты для системы F∪{W,G, T1, T2, . . . , Tk, Tξ}. Получили противоречие.
Теорема доказана.
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3. Доказательство утверждений

Доказательство утверждения 1. Снова обозначим h = η · (k + 8).

Легко проверить, что если T̃i(α) = β, то для любого j > h эле-
мент β(j) полностью определяется словом [h]jα и не зависит от j

и сверхслова α. Отсюда сдедует, что если T̃i(α) = β и Ti(α) = β′, то
β(j) = β′(j) для любого j > h.

Нетрудно убедиться, что для любого α ∈ Mi выполняется
T̃i(d̃

η
0α) = d̃η

0T̃i(α). Из определения автомата Ti следует, что ]hTi(α) =

[h]2hTi(d̃
η
0α). Тогда

]hTi(α) = [h]2hTi(d̃
η
0α) = [h]2hT̃i(d̃

η
0α) = [h]2h(d̃η

0T̃i(α)) =]hT̃i(α).

Таким образом, для любого α ∈ Mi выполняется T̃i(α) = Ti(α), зна-
чит, для любого i автомат Ti является автоматным доопределением
отображения T̃i. Утверждение доказано.

Доказательство утверждения 2. Проведем доказательство для
автомата G. Нетрудно убедиться, что если α ∈ M0, G(α, β) = δ, то
δ(j+1) = β(j) для любого j > h. Из определения автомата G следует,
что для любых α, β ∈ E выполняется

]hδ =]hG(α, β) = [h]2hG(d̃η
0α, 1hβ) =

= [h]2hS1(1
hβ) = [h]2h(1h+1β) = 1(]h−1β).

А значит, δ(j + 1) = β(j) для j < h и G(α, β) = S1(β). Для автома-
тов G0,W,W0 доказательства полностью аналогичны. Утверждение
установлено.

Лемма 1. Если последовательность продукций слова ξ конечна, то
система автоматов {W,G, T1, T2, . . . , Tk, Tξ} полна.

Доказательство. Пусть последовательность продукций Поста ко-
нечна и имеет вид ξ = ξ1, ξ2, . . . , ξs. Также пусть для любого t слово
ξt начинается с буквы dit , тогда

Tis(Tis−1
(. . . Ti1(Tξ()) . . .)) = d̃k

0 d̃
′

00
∞,

где k = s · ω − 1. Значит
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W (Tis(Tis−1
(. . . Ti1(Tξ()) . . .)), y, z) = y ∨ z,

а G(Tis(Tis−1
(. . . Ti1(Tξ()) . . .)), y) — задержка с начальным состояни-

ем 1. Но y ∨ z и задержка составляют полную систему в Pa. Лемма
установлена.

Лемма 2. Если последовательность продукций слова ξ бесконечна,
то система автоматов {W0, G0, T1, T2, . . . , Tk, Tξ} A-полна.

Доказательство. Пусть последовательность продукций Поста бес-
конечна и имеет вид ξ = ξ1, ξ2, ξ3, . . . . Также пусть для любого t
слово ξt начинается с буквы dit . Тогда на всех словах длины τ =
(s · ω − 1) · (k + 8) автомат

W0(Tis(Tis−1
(. . . Ti1(Tξ()) . . .)), y, z)

совпадает с автоматом y ∨ z, а автомат

G0(Tis(Tis−1
(. . . Ti1(Tξ()) . . .)), y)

совпадает с задержкой с начальным состоянием 1. Так как y ∨ z и
задержка составляют полную систему в Pa, а s мы можем выбрать
сколь угодно большим, то данная система A-полна и лемма доказана.

Пусть D̃ = {d̃0, . . . , d̃k, d̃
′

0, . . . , d̃
′

k, 0
k+8}.

Лемма 3. Пусть α ∈ E, l ∈ N, i ∈ {0, 1, 2, . . . k}, ci(α) > l, тогда
существует γ из Mi такое, что ]l(α) =]l(γ).

Доказательство. Обозначим α0 = d̃0d̃0(]lα).
Для какого-то c, 1 6 c 6 (k + 8), и каких-то слов β1, . . . , βs−1, δ,

где |β1| = |β2| = . . . = |βs−1| = k + 8, |δ| = c, выполняется α0 =
β1β2 . . . βs−1δ.

Сначала докажем индукцией по j, что для любого j < s верно
βj ∈ D̃.

Действительно β1 = β2 = d̃0. Предположим, что βj−1 ∈ D̃, тогда

βj−1 начинается с двух нулей. Покажем, что βj ∈ D̃. По условию
(βj−1)(βj) ∈ Ki для j < s, но в Ki любое слово, начинающееся с двух

нулей, имеет вид δ1δ2, где δ1, δ2 ∈ D̃. Поэтому βj ∈ D̃. Таким образом,

мы доказали, что для любого j < s выполнено βj ∈ D̃.
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В любом сверхслове из множества Mi после слова из D̃ обязатель-
но идёт слово из D̃. По условию ([k+8−cβs−2)βs−1δ ∈ Ki, значит для

какого-то βs ∈ D̃ выполняется δ =]c(βs), причём βs идёт после βs−1 в
каком-то сверхслове из множества Mi.

Пусть i = 0. Для любого j 6 s cлово βj−1βj ∈ K0, поэтому после d̃0

в слове β1β2 . . . βs идёт либо d̃0, либо d̃′0. После слов 0k+8, d̃′0 обязатель-
но идёт 0k+8. Если βs ∈ {0k+8, d̃′0}, то возьмём γ = β3β4 . . . βs0

∞ ∈ M0.
Если βs = d̃0, то возьмём γ = β3β4 . . . βsd̃

′

00
∞ ∈ M0.

Теперь пусть i > 0. Для любого j 6 s cлово βj−1βj ∈ Ki, поэто-

му после d̃0 в слове β1β2 . . . βs идёт либо d̃0, либо d̃i, либо d̃′i. После
d̃r, где r > 0, идёт либо d̃t, либо d̃′t, где t ∈ {1, 2, . . . , k}. Анало-
гично после слов 0k+8, d̃′r, где r > 0, обязательно идёт 0k+8. Если
βs ∈ {0k+8, d̃′1, . . . , d̃

′

k}, то возьмём γ = β3β4 . . . βs0
∞ ∈ Mi. Если

βs ∈ {d̃0, d̃1, . . . , d̃k}, то возьмём γ = β3β4 . . . βsd̃
′

i0
∞ ∈ Mi. Лемма

доказана.

Определение 2. Говорим, что автомат c n входами T ∈ Pa со-
храняет A ⊆ E, если для любых α1, α2, . . . , αn ∈ A выполняется
T (α1, α2, . . . , αn) ∈ A.

Нетрудно убедиться, что справедлива следующая

Лемма 4. Для любого A ⊆ E множество всех автоматов, сохра-
няющих множество A, замкнуто.

Пусть Fj — множество сверхслов вида γb1b2δ, где |γ| = (k + 8) · i,
0 6 i 6 j, δ ∈ E, (b1, b2) ∈ {(0, 1), (1, 0), (1, 1)}.

Пусть Lj — множество сверхслов вида γb1b2δ, где |γ| = (k + 8) · i,
0 6 i 6 j, δ ∈ E, (b1, b2) ∈ {(0, 1), (1, 0)}.

Лемма 5. Для любых i ∈ {1, 2, . . . , k}, α ∈ Fj ∪ Lj , β, γ ∈ E сверх-
слова Ti(α), W (α, β, γ), W0(α, β, γ), G(α, β), G0(α, β) принадлежат
Fj ∩ Lj.

Доказательство. Каждый из автоматов W (α, β, γ), G(α, β),
(W0(α, β, γ), G0(α, β)), начиная с момента времени c0(α)−1 (ĉ0(α)−1),
выдает на выходе слово (aa)k+8, где a ∈ E2. Значит, если c0(α) 6

(k + 8) · j + 2, то сверхслова W (α, β, γ), W0(α, β, γ), G(α, β), G0(α, β)
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принадлежат Fj∩Lj. Пусть c0(α) > (k+8)·j+2, тогда из леммы 3 сле-
дует, что для какого-то γ ∈ M0 выполняется ](k+8)·j+2γ =](k+8)·j+2α.
Тогда γ ∈ Fj ∪ Lj, а это невозможно.

Автомат Ti(α), начиная с момента времени ci(α), выдает на выхо-
де слово (10)k+8. Значит, если ci(α) < (k+8) · j +2, то Ti(α) ∈ Fj ∩Lj.
Пусть ci(α) > (k+8) ·j +2, тогда из леммы 3 следует, что для какого-
то γ ∈ Mi выполняется ](k+8)·j+1γ =](k+8)·j+1α. Так как α ∈ Fj ∪ Lj ,
γ /∈ Fj∪Lj, то α((k+8)·j+2) = 1, γ((k+8)·j+2) = 0, ci(α) = (k+8)·j+2.
Но легко проверить, что Ti(α)((k+8) ·j +1) = Ti(γ)((k+8) ·j +1) = 0.
Значит Ti(α) ∈ Fj ∩ Lj. Лемма доказана.

Будем говорить, что α > β, если для любого t ∈ N верно α(t) >

β(t). Если α > β и α 6= β, то говорим, что α > β.

Лемма 6. Пусть M =
k⋃

j=0
Mj . Если i ∈ {0, 1, 2, . . . , k}, α ∈ M, β > α,

то ci(β) < ∞,

Доказательство. Предположим, что это не так и ci(β) = ∞. Пусть

α = d̃n
0 d̃j1 . . . d̃′jl

0∞.

Так как по условию α 6= β, то найдётся s > (k + 8) · (n + l) такое, что
]sα 6= ]sβ. По лемме 3 найдется β′ ∈ Mi такое, что ]sβ =]sβ

′. Заметим,
что для любого j в словах d̃j , d̃′j ровно k +4 единицы и поэтому, если

γ ∈ D̃ и γ > d̃j (γ > d̃′j), то γ = d̃j (γ = d̃′j). Значит, β′ совпадает
с α на первых (k + 8) · (n + l) символах. Но в любом сверхслове из
Mi после слова d̃′c обязательно идёт бесконечная последовательность
нулей. Значит β′ = α и ]sα =]sβ

′ =]sβ. А это противоречит выбору s.
Лемма доказана.

Следствие. Если α, β ∈ M =
k⋃

j=0
Mj , β > α, то α = β.

Доказательство. Предположим, что это не так, тогда β > α. Из
леммы 6 следует, что для любого i выполняется ci(β) < ∞. А это
противоречит условию β ∈ M.

Доказательство утверждений 3–5. Достаточность в этих утвер-
ждениях следует из леммы 1. Осталось доказать необходимость.
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Пусть последовательность продукций ξ1, ξ2, . . . слова ξ бесконечна.
Покажем, что каждая из систем Σ1,Σ2 и Σ3 неполна. Обозначим

αi = d̃
ω·(i−1)
0 ξ̃i0

∞.

Нетрудно убедиться, что для любого i ∈ N выполняется Ta(αi) =
αi+1, где da — первая буква слова ξi. Пусть A = {α1, α2, α3, . . .}.

Рассмотрим множество D1 = (
∞⋃

j=0
Fj) ∪ {β|∃α ∈ A, β > α}. Пусть

D2 = D1 ∪ {0∞}.

Лемма 7. Для любых α, β, γ ∈ D2 выполнено

W (α, β, γ), G(α, β), T1(α), T2(α), . . . , Tk(α), Tξ() ∈ D1.

Доказательство. Tξ() = α1 ∈ D1. Если α = 0∞, то для любого
i выполняется ci(α) = 3, значит, T1(α), T2(α), . . . , Tk(α),W (α, β, γ),
G(α, β) ∈ F1 ⊂ D1.

Если α ∈ Fj для какого-то j ∈ N0, то лемма следует из леммы 5.
Если для какого-то δ ∈ A выполняется α > δ, то лемма следует из
леммы 6. Осталось рассмотреть случай, когда α ∈ A. Для любого α ∈
A выполняется c0(α) < ∞. Значит, для любых β, γ ∈ D2 выполнено

W (α, β, γ), G(α, β) ∈
∞⋃

j=0
Fj ⊂ D1.

Теперь докажем, что Ti(α) ∈ D1, если α = αj ∈ A. Если ξj(1) = di,
то Ti(α) = Ti(αj) = αj+1 ∈ D1, иначе Ti(α) = Ti(αj) ∈ Fω·j ⊂ D1.
Лемма доказана.

Следствие. Каждый из автоматов 1,W,G, T1, T2, . . . , Tk, Tξ сохра-
няет D1 и D2.

Легко проверить, что если α ∈ D1, β > α, то β ∈ D1. Тогда α ∨ β
сохраняет D1, так как α∨β > α. Итак, мы доказали, что Σ1 сохраняет
D1, значит [Σ1] сохраняет D1. Но в D1 нет сверхслова 0∞, значит, в
[Σ1] нет константы 0 и Σ1 не полно. Утверждение 3 доказано.

Покажем, что α∨ β сохраняет D2. Пусть α, β ∈ D2. Если α = 0∞,
то α∨β = β ∈ D2. Если α 6= 0∞, то α ∈ D1, но α∨β > α, значит, α∨β ∈
D1 ⊂ D2. То есть, Σ2 сохраняет D2. Рассмотрим задержку S0. Если
бы Σ2 было полно, то она бы сохраняла D2. Но это не так, потому
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что S0(010
∞) = 0010∞ /∈ D2, где 010∞ ∈ F0 ⊂ D2. Утверждение 4

доказано.
Пусть

D3 = {0∞, 1∞} ∪ (

∞⋃

j=0

Lj) ∪ A ∪ {α|α ∈ A}.

Лемма 8. Каждый из автоматов W,G, T1, T2, . . . , Tk, Tξ , 0, 1, x со-
храняет D3.

Доказательство. Для автоматов Tξ, 0, 1, x это очевидно. Докажем,
что для произвольных α, β, γ ∈ D3 выполняется

W (α, β, γ), G(α, β), T1(α), T2(α), . . . , Tk(α) ∈ D3.

Если α ∈ Lj для какого-то j ∈ N0, то это следует из леммы
5. Если α = 0∞, α = 1∞, либо α ∈ A, то для любого i вы-
полняется ci(α) 6 3, значит, для любых β, γ ∈ D3 выполнено
T1(α), T2(α), . . . , Tk(α),W (α, β, γ), G(α, β) ∈ L1 ⊂ D3.

Осталось рассмотреть случай, когда α ∈ A. Для любого α ∈ A
выполнено c0(α) < ∞. Значит, для любых β, γ ∈ D3 выполнено

W (α, β, γ), G(α, β) ∈
∞⋃

j=0
Lj ⊂ D3.

Теперь докажем, что Ti(α) ∈ D3, если α = αj ∈ A. Если ξj(1) = di,
то Ti(α) = Ti(αj) = αj+1 ∈ D3, иначе Ti(α) = Ti(αj) ∈ Lω·j ∈ D3.
Лемма доказана.

Из леммы 8 следует, что Σ3 сохраняет D3. Рассмотрим задержку
S0, возвращающую 0 в первый момент времени. Если бы Σ3 было
полно, то она бы сохраняла D3. Но это не так, потому что S0(010

∞) =
0010∞ /∈ D3, где 010∞ ∈ L0 ⊂ D3. Утверждение 5 доказано.

Доказательство утверждений 6–8. Достаточность в этих лем-
мах следует из леммы 2. Осталось доказать необходимость. Пусть
последовательность продукций слова ξ конечна и имеет вид ξ =
ξ1, ξ2, . . . , ξs. Покажем, что каждая из систем Σ′

1,Σ
′

2 и Σ′

3 не явля-
ется A-полной. Для 1 6 i 6 s обозначим

αi = d̃
ω·(i−1)
0 ξ̃i0

∞, αs+1 = d̃s·ω−1
0 d̃′00

∞,
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Нетрудно убедиться, что Ta(αi) = αi+1 для 1 6 i 6 s, где da — первая
буква слова ξi.

Пусть A′ = {α1, α2, . . . αs, αs+1}. Рассмотрим множество

D′

1 = Fs·ω ∪ {β|∃α ∈ A′, β > α}.

Пусть D′

2 = D′

1 ∪ {0∞}. Обозначим τ = s · ω · (k + 8) + 2.

Лемма 9. Для любых α, β, γ ∈ D′

2 выполнено

W0(α, β, γ), G0(α, β), T1(α), T2(α), . . . , Tk(α), Tξ() ∈ D′

1.

Доказательство. Tξ() = α1 ∈ D′

1. Если α ∈ Fs·ω, то лемма следует
из леммы 5. Если α = 0∞, то для любого i, 0 6 i 6 k, выполняется
ĉ0(α) = ci(α) = 3, а из этого следует утверждение леммы.

Докажем, что W0(α, β, γ), G0(α, β) ∈ D′

1, если для какого-то δ ∈ A′

выполняется α > δ. Если ĉ0(α) 6 τ, то W0(α, β, γ), G0(α, β) ∈ Fs·ω ⊂
D′

1. Если же ĉ0(α) > τ, то c0(α) > τ и из леммы 3 следует, что для
какого-то α′ ∈ M0 выполняется ]τα =]τα

′. Учитывая, что α > δ,
δ =]τ (δ)0

∞, получаем α′ > δ. По следствию из леммы 6 получаем,
что α′ = δ ∈ A′. Но M0 ∩ A′ = ∅, получили противоречие.

Осталось доказать, что Ti(α) ∈ D′

1, если для какого-то δ ∈ A′

выполняется α > δ, α /∈ Fs·ω. Если ci(α) < τ, то Ti(α) ∈ Fs·ω ⊂ D′

1.
Если же ci(α) > τ, то из леммы 3 следует, что для какого-то α′ ∈ Mi

выполняется ]τ−1α =]τ−1α
′. Так как α /∈ Fs·ω, то α(τ) = 0. Тогда α и

α′ совпадают на словах длины τ. Учитывая, что α > δ, δ =]τ (δ)0
∞,

получаем α′ > δ. По следствию из леммы 6 получаем, что α′ = δ =
αj ∈ A′. Так как α′ ∈ Mi, то ξj(1) = di, значит Ti(α) совпадает с
Ti(αj) = αj+1 на словах длины τ, тогда Ti(α) > αj+1 и Ti(α) ∈ D′

1.
Лемма доказана.

Следствие. Каждый из автоматов 1,W0, G0, T1, T2, . . . , Tk, Tξ со-
храняет D′

1 и D′

2.

Легко проверить, что если α ∈ D′

1, β > α, то β ∈ D′

1. Тогда α ∨ β
сохраняет D′

1, так как α∨β > α. Итак, мы доказали, что [Σ′

1] сохраня-
ет D′

1. Но в D′

1 нет сверхслова, первые τ символов которого равны 0.
Значит в [Σ′

1] нет автомата, τ -равного константе 0, и Σ′

1 не A-полно.
Утверждение 6 доказано.
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Покажем, что α∨ β сохраняет D′

2. Пусть α, β ∈ D′

2. Если α = 0∞,
то α ∨ β = β ∈ D′

2. Если α 6= 0∞, то α ∈ D′

1, но α ∨ β > α, значит
α∨β ∈ D′

1 ⊂ D′

2. Тем самым Σ′

2 сохраняет D′

2. Рассмотрим единичную
задержку S0, возвращающую 0 в первый момент времени. Если бы
Σ′

2 было A-полно, то нашёлся бы автомат T ∈ [Σ′

2], сохраняющий D′

2,
такой, что автоматы T и S0 τ -равны. Но, очевидно, что для какого-то
ǫ ∈ E выполняется T (010∞) = 0010τ−3ǫ /∈ D′

2, где 010∞ ∈ F0 ⊂ D′

2.
Получили противоречие. Утверждение 7 доказано.

Пусть
D′

3 = {0∞, 1∞} ∪ Ls∗ω ∪ A′ ∪ {α|α ∈ A′}.

Лемма 10. Каждый из автоматов W0, G0, T1, T2, . . . , Tk, Tξ , 0, 1, x
сохраняет D′

3.

Доказательство. Для автоматов Tξ, 0, 1, x это очевидно. Докажем,
что для произвольных α, β, γ ∈ D′

3 выполняется

W0(α, β, γ), G0(α, β), T1(α), T2(α), . . . , Tk(α) ∈ D′

3.

Если для какого-то j выполняется α ∈ Lj, то это следует из лем-
мы 5. Если α = 0∞, α = 1∞, либо α ∈ A′, то для любого i
выполняется ci(α) 6 3, значит, для любых β, γ ∈ D′

3 выполнено
T1(α), T2(α), . . . , Tk(α),W0(α, β, γ), G0(α, β) ∈ L1 ⊂ D′

3.
Осталось рассмотреть случай, когда α ∈ A′. Легко проверить, что

в этом случае ĉ0(α) < τ и W0(α, β, γ), G0(α, β) ∈ Lj ⊂ D′

3.
Теперь докажем, что Ti(α) ∈ D′

3, если α = αj ∈ A′. Если ξj(1) = di,
то Ti(α) = Ti(αj) = αj+1 ∈ D′

3, иначе Ti(α) = Ti(αj) ∈ Lω·j ∈ D′

3.
Лемма доказана.

Из леммы 10 следует, что Σ′

3 сохраняет D′

3. Рассмотрим задержку
S0, возвращающую 0 в первый момент времени. Если бы Σ′

3 было
A-полно, то нашёлся бы автомат T ∈ [Σ′

3], сохраняющий D′

3, такой,
что автоматы T и S0 τ -равны. Но, очевидно, что для какого-то ǫ ∈
E выполняется T (010∞) = 0010τ−3ǫ /∈ D′

3, где 010∞ ∈ L0 ⊂ D′

3.
Получили противоречие. Утверждение 8 доказано.
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