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В данной работе вводится понятие r-предсказуемости ко-

нечных автоматов. Рассматривается связь r-предсказуемости c

задачей синхронизации автомата и полугруппой автомата. Изу-
чается свойство r-предсказуемости для автоматных сетей.

1. Свойство r-предсказуемости

Пусть A = (A,Q,ϕ) — конечный автомат с входным алфавитом
A, множеством состояний Q и функцией перехода ϕ : Q × A → Q.

Определение 1. Автомат A называется r-предсказуемым, если су-
ществует функция f : Qr+1 → Q и состояния q1, . . . , qr ∈ Q, такие что
для любого слова α ∈ A∗ и любого состояния q ∈ Q, верно

ϕ(q, α) = f(q, ϕ(q1, α), . . . , ϕ(qr, α)).

Состояния q1, . . . , qr называются базисными, функция f называется
предсказывающей функцией.

Другими словами, автомат называется r-предсказуемым, если у
него найдутся r состояний q1, . . . , qr ∈ Q, таких что, зная только то,
куда они перейдут по некоторому слову α ∈ A∗, мы сможем опреде-
лить (при помощи функции f), куда перейдет произвольное состоя-
ние q ∈ Q по слову α.

Через PR(n, r) обозначим класс всех r-предсказуемых автоматов
с n состояниями. Через K(n) обозначим класс всех автоматов с n
состояниями.

Теорема 1. При любом n > 2, справедлива следующая цепочка
строгих включений

PR(n, 1) ( PR(n, 2) ( · · · ( PR(n, n − 1) ( PR(n, n − 1) = K(n)
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Пусть A = (A,Q,ϕ) произвольный автомат. Каждому слову α ∈
A∗ можно сопоставить отображение α̃ : Q → Q следующим образом:

α̃(q) = ϕ(q, α)

Множество A∗ относительно операции конкатенации образует полу-
группу H(A) = (A∗, ·). Введем на множестве A∗ отношение экви-

валентности ∼, такое что α ∼ β тогда, и только тогда, α̃ ≡ β̃.

Легко проверить, что α̃β ≡ α̃(β̃), тем самым отношение эквива-
лентности ∼ корректно переносится на полугруппу H(A). Фактор-
полугруппа H(A)/ ∼ называется полугруппой автомата A и обозна-
чается SGr(A). В том случае, если SGr(A) — группа, то автомат A

называется групповым (перестановочным).

Теорема 2. Пусть автомат A ∈ PR(n, r) \ PR(n, r − 1), тогда

|SGr(A)| 6 nr

Если при этом автомат A групповой, то

r 6 |SGr(A)|.

Рассмотрим критерий того, что автомат является r-предсказуемым.

Теорема 3. Автомат A = (A,Q,ϕ) ∈ Pr(n, r) тогда и только
тогда, когда существуют состояния q1, . . . , qr ∈ Q со следующим
свойством: для любых α, β ∈ A∗ из того, что ϕ(qi, α) = ϕ(qi, β),
i = 1, . . . , r, следует, что для любого q ∈ Q верно ϕ(q, α) = ϕ(q, β).

Для групповых автоматов этот критерий упрощается.

Теорема 4. Групповой автомат A = (A,Q,ϕ) ∈ Pr(n, r) тогда и
только тогда, когда существуют состояния q1, . . . , qr ∈ Q со сле-
дующим свойством: для любого α ∈ Q из того, что ϕ(qi, α) = qi,
i = 1, . . . , r, следует, что для любого q ∈ Q верно ϕ(q, α) = q.

Слово α ∈ A∗ называется синхронизирующим для автомата A =
(A,Q,ϕ), если существует такое состояние qf ∈ Q, что для любого
состояния q ∈ Q верно ϕ(q.α) = qf . Автомат называется синхронизи-
руемым, если для него существует синхронизующее слово.
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Пусть A = (A,Q,ϕ) ∈ K(n) произвольный синхронизируемый ав-
томат с n состояниями. Гипотеза Черни утверждает, что длина мини-
мального синхронизующего слова для A не превышает (n−1)2 [3]. Эта
проблема до сих пор открыта. Наилучшая известная на сегодняшний
день верхняя оценка длины минимального синхронизующего слова

равна n3
−n
6 [2].

Теорема 5. Пусть автомат A = (A,Q,ϕ) ∈ Pr(n, r) является син-
хронизуемым, тогда длина минимального синхронизующего слова не

превосходит r(r−1)(r−2)
6 + n.

2. Автоматные сети

Пусть G = (V,E, ρ) — конечный ориентированный граф со множе-
ством вершин V , множеством ребер E и функцией ρ : E → V ×V , со-
поставляющей каждому ребру пару вершин (соответственно началь-
ную и конечную). Через Out(v) обозначим множество ребер выходя-
щих из вершины v, то есть Out(v) = {e ∈ E|∃v ′ ∈ V : ρ(v, v′) = e}.
Через Ov = |Out(v)| обозначим число вершин, выходящих из верши-
ны v.

ФункциейразметкиреберграфаGназываетсяфункцияλE : E → N,
такая что, для любой вершины v ∈ V , функция λE биективно отоб-
ражает множество Out(v) во множество {1, . . . , Ov}. Другими слова-
ми, для каждой вершины v, функция разметки ребер λE однознач-
но нумерует ребра исходящие из этой вершины начальным отрезком
натурального ряда. Пользуясь функцией λE , определим функцию
λ : V × N → V , такую что для любой вершины v ∈ V и любого
ребра e ∈ Out(v), верно ρ(v, λ(v, λE(e))) = e. Другими словами значе-
ние функции λ(v, t) есть та вершина, в которую идет ребро с меткой
t из вершины v.

Пусть Q — некоторое конечное множество и F(Q) = {f : Qs → Q|
s ∈ N0} — множество всех функций определенных на Qs и действую-
щих в Q. Функцией разметки вершин графа G относительно множе-
ства Q, называется функция λV : V → F(Q), такая что для любого
v ∈ V число аргументов функции λV (v) равно Ov.

Автономной автоматной сетью называется четверка R = (Q,G,
λE, λV ), где Q — конечное множество состояний ячеек, G = (V,E, ρ) —
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конечный ориентированный граф, λE — функция разметки ребер гра-
фа G, λV — функция разметки вершин графа G относительно Q.

Множество всех автономных автоматных сетей, со множеством
состояний ячеек Q и множеством вершин графа V обозначим через
ANet(Q,V ).

Пусть V = {1, . . . , n} — множество вершин графа G. C каждой ав-
тономной автоматной сетью R = (Q,G, λE , λV ) можно связать отоб-
ражение Φ : Qn → Qn следующим образом:

ΦR(q1, . . . , qr) = (f1(qλ(1,1), . . . , qλ(1,O1)), . . . , fn(qλ(n,1), . . . , qλ(n,On))),

где fi = λV (i), i = 1, . . . , n.
Автоматной сетью называется четверка N = (A,Q, V, η), где A —

конечный входной алфавит, Q — конечно множество состояний ячеек,
V — множество вершин графа, η : A → ANet(Q,V ) — функция,
сопоставляющая каждому входному символу некоторую автономную
автоматную сеть.

С каждой автоматной сетью сетью N = (A,Q, V, η) можно связать
автомат A = A(N) = (A,Qn,Φ), где n = |V | и функция переходов Φ
устроена следующим образом:

Φ(a, (q1, . . . , qn)) = Φη(a)(q1, . . . , qn)

Наглядно автоматную сеть можно интерпретировать следующим
образом. Имеется множество V ячеек памяти, каждая из которых
может находится в одном их Q состояний. При появлении внешнего
сигнала a ∈ A фиксируется автономная автоматная сеть η(a) и со-
стояние каждой ячейке v ∈ V меняется путем вычисления функции
λV (v). Аргументами этой функции служат состояния ячеек, в кото-
рых ведут соответствующие ребра Out(v) графа G сети η(a). Ребра
занумерованы, поэтому порядок аргументов вычисляется однознач-
но. Смена состояний происходит во всех ячейках одновременно.

3. r-предсказуемость автоматных сетей

В данном разделе мы дадим оценку r-предсказуемости автоматов,
задаваемых автоматными сетями. В начале рассмотрим однородные
автоматные сети.
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Зафиксируем натуральные числа d1, . . . , dk ∈ N, в качестве
множества вершин рассмотрим k-мерный целочисленный парал-
лелограмм со сторонами d1, . . . , dk, то есть V = Ed1

× · · · × Edk
.

Построим граф G следующим образом. Рассмотрим произволь-
ный набор векторов u1, . . . , us ∈ Zk. Из каждой вершины
v = (l1, . . . , lk) ∈ V выходят s ребер в вершины верши-
ны (v + u1) mod (d1, . . . , dk), . . . , (v + u1) mod (d1, . . . , dk), где
(a1, . . . , ak) mod (d1, . . . , dk) = (a1 mod d1, . . . , ak mod dk). Полученный
граф обозначим через G = G(V ;u1, . . . , uk) и назовем однородным
графом.

Построим функцию разметки ребер λE следующим образом: если
ребро e ∈ E идет из вершины v в вершину (v + ui) mod (d1, . . . , dk),
то λE(e) = i.

Рассмотрим произвольную функцию ϕ : Qk → Q, и определим
функцию заметки вершин λV (v) = ϕ.

Автономную автоматную сеть имеющую вид R = (Q,G(Ed1
×· · ·×

Edk
;u1, . . . , us), λE , ϕ), где λE определена выше назовем однородной

автономной автоматной сетью.
Через HANet(Q; d1, . . . , dk) обозначим множество всех однород-

ных автономных автоматные сетей со множеством состояний ячеек
Q и множеством вершин Ed1

× · · · × Edk
.

Однородной автоматной сетью размера d1 × · · · × dk называет
автоматная сеть N = (A,Q, V, η), где η : A → HANet(Q; d1, . . . , dk).

Теорема 6. Пусть N = (A,Q, V, η) произвольная однородная ав-
томатная есть размера d1 × · · · × dk, тогда автомат A(N) ∈
PR(n, r(n)), где n = |Q|d1...dk и r(n) . n

log|Q|(n) при d1, . . . , dk → ∞.

Пусть R = (Q,G(V,E, ρ), λE , λV ) — произвольная автономная ав-
томатная сеть. Эндоморфизмом сети R называется любое отображе-
ние h : V → V , такое что:

1) Для любых вершин v1, v2 ∈ V , из того, что существует ребро
e ∈ E, такое что ρ(e) = (v1, v2), следует, что существует ребро
e′ ∈ E, такое что ρ(e′) = (h(v1), h(v2)) и λE(e) = λE(e′). Другими
словами, если вершины v1 и v2 были соединены ребром e, то
найдется ребро e′, которое соединяет вершины h(v1) и h(v2), и
имеющее ту же самую метку.

2) Для любой вершины v ∈ V , λV (h(v)) = λV (v). Другими слова-
ми, отображение h сохраняет разметку вершин.
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Множество всех эндоморфизмов сети R обозначим End(R). Очевид-
но End(R) — полугруппа относительно композиции.

Пусть N = (A,Q, V, η) — произвольная автоматная есть. Множе-
ством эндоморфизмов сети N назовем множество

End(N) = ∩a∈A(End(η(a)))

Пусть V = 1, . . . , n и h : V → V — произвольное отображение, тогда

h задает отображение h̃ : Qn → Qn следующим образом:

h̃(q1, . . . , qn) = (qh(1), . . . , qh(n))

Таким образом, каждому эндоморфизму h ∈ End(N) можно сопо-

ставить отображение h̃ множества состояний автомата A(N) на себя.
Подмножество состояний Q′ ⊆ Qn автомата A(N) назовем эндоморф-
но порождающим, если для любого состояния q ∈ Qn найдется такое

состояний q′ ∈ Q′ и эндоморфизм h ∈ End(N), что q′ = h̃(q).

Теорема 7. Пусть N = (A,Q, V, η) — произвольная автоматная
есть и Q′ эндоморфно порождающее множество для автомата
A(N), тогда A(N) ∈ PR(n, |Q′|).
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