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В статье приводятся общие конструкции, позволяющие га-

рантировать отсутствие эквивалентных состояний в автоном-

ных ячеечных автоматах, длину периодов последовательно-

стей состояний, заданную степень нелинейности координатных

функций и индекс линейности функции переходов.

1◦. Всюду под термином автомат будем понимать автономный ав-
томат A(X,Y, φ, f), где X — множество состояний автомата, Y —
множество выходных символов, φ — функция переходов, f — функ-
ция выходов. Функционирование автомата определяется в дискрет-
ном времени следующими соотношениями:

x(t + 1) = φ(x(t)), t = 0, 1, . . .

y(t) = f(x(t)),
(1)

где x(t), y(t) — состояние автомата и выходной символ в такте t,
соответственно.

В процессе функционирования автомата для начального состоя-
ния x0 определены две последовательности состояний

xs = φs(x0), s = 0, 1, . . . , (2)

и выходных символов

ys = f(xs), s = 0, 1, . . . . (3)

Будем рассматривать только регулярные автоматы, то есть автома-
ты, у которых функция φ является биективной. В этом случае обе
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последовательности (2), (3) будут периодическими для любого на-
чального состояния x0; при этом, если T и R — периоды последова-
тельностей (2) и (3), то R делит T .

Нашей задачей будет установление связей между периодами со-
стояний и периодами выходов определенных классов автоматов. Для
практических приложений важным является установить, имеет ли
место случай R < T . Другой важной задачей является установление
связи с известной задачей минимизации автомата, которая, в свою
очередь, равносильна задаче определения классов эквивалентных со-
стояний.

2◦. Всюду в дальнейшем будем считать, что автомат A(X,Y, φ, f)
обладает одноцикловой структурой, то есть период последовательно-
сти состояний (2) совпадает с мощностью множества состояний X.
Положим |X| = T . В этом случае порядок отображения φ (в группо-
вом смысле) равен T .

Обозначим через G(φ) циклическую группу порядка T , порожден-
ную функцией перехода φ. Пусть J(f) — группа инерции функции
выхода f , то есть множество биективных отображений g множества
X на себя, относительно которых функция f инвариантна, то есть
справедливы соотношения для всех x ∈ X:

f(x) = f(gx). (4)

Справедлива

Теорема 1. Пусть автомат A(X,Y, φ, f) обладает одноцикловой
структурой и |X| = T . Тогда выполнено:

a) Если R — период выходной последовательности, то φR ∈ J(f);

b) R — наименьший делитель T , такой, что φR ∈ J(f).

Доказательство. Если φl ∈ J(f) для некоторого l, то φk ∈ J(f) для
некоторого k, где k|T , так как из φl ∈ J(f) следует G(φl) ⊂ J(f).
Но G(φl) = G(φ(l,T )), где (l, T ) — наибольший общий делитель l, T .
Значит, можно ограничиться степенями φk, где k|T .

Пусть имеем соотношение φk ∈ J(f) и k|T . Тогда для любого
x ∈ X имеем

f(φkx) = f(x). (5)
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Рассмотрим произвольное x0 в качестве начального состояния и об-
разуем последовательность

xs = φs(x0), s = 0, 1, . . . .

Из (5) получаем

f(φkxs) = f(xs) или f(φkφsx0) = f(φsx0). (6)

Отсюда получаем ys+k = ys, s = 0, 1, . . . , и, значит, k кратно периоду
выходной последовательности R, то есть k = R · i.

Пусть теперь R — период выходной последовательности. Тогда
имеем

ys+R = ys, s = 0, 1, . . .

или

f(φs+Rx0) = f(φsx0), s = 0, 1, . . . .

В силу полноцикловости φ для любого x0 последовательность φs(x0)
пробегает все множество X; значит, f(φRx) = f(x) для всех x ∈ X.
Отсюда φR ∈ J(f).

Пусть теперь R — не наименьший делитель T , что выполнено φR ∈
J(f). Это значит, что существует k — делитель T , такой, что φk ∈
J(f) и k < R. Согласно установленному, из φk ∈ J(f) следует, что k
кратно R, то есть k > R, что противоречит допущению.

Следствие 1. Пусть автомат A(X,Y, φ, f) обладает одноцикловой
структурой. Тогда имеет место сокращение периода (R < T ) в том
и только том случае, когда функция выхода f имеет нетривиаль-
ную группу инерции в группе G(φ).

Доказательство. Действительно, период выхода R равен минималь-
ному делителю T = |X|, такому, что φR ∈ J(f). Ясно, что φR 6= e
тогда и только тогда, когда R < T .

3◦. Рассмотрим вопрос нахождения преобразований множества со-
стояний, которые не меняют выходов автомата для случая полноцик-
лового автомата.
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Определение 1. Биекция ω : X → X множества состояний в се-
бя автомата A(X,Y, φ, f) называется автоморфизмом автомата, если
выполняются соотношения:

f(φsx) = f(φsωx) для всех s = 0, 1, . . . , x ∈ X. (7)

Ясно, что автоморфизмы автомата образуют группу, называемую
группой автоморфизмов.

Напомним, что состояния x′

0 и x′′

0 автомата A(X,Y, φ, f) называ-
ются эквивалентными, если они производят одинаковые выходные
последовательности, то есть

f(φsx′

0) = f(φsx′′

0) при всех s = 0, 1, . . . . (8)

Пусть ω — автоморфизм автомата A. Тогда согласно определению
состояния x и ωx эквивалентны для любого x ∈ X. Обратно, если ω
такая биекция X в себя, что для любого x ∈ X состояния x и ωx
эквивалентны, то ω — автоморфизм автомата. Значит, задача опре-
деления группы автоморфизмов равносильна задаче классификации
эквивалентных состояний.

Теорема 2. Пусть A(X,Y, φ, f) — произвольный одноцикловый ав-
томат. Пусть R — период выходных символов. Тогда эквивалент-
ные состояния образуют области транзитивности группы G(φR).
При этом число классов эквивалентности равно [G(φ) : G(φR)] —
индексу группы G(φR) в группе G(φ) и равно R, а каждый класс эк-
вивалентности содержит по [G(φR) : 1] = T

R
состояний.

Доказательство. Пусть состояния x′

0 и x′′

0 эквивалентны. Тогда име-
ем по определению

f(φs(x′

0)) = f(φs(x′′

0)), s = 0, 1, . . . .

Поскольку автомат A(X,Y, φ, f) полноцикловый, то существует k, та-
кое, что x′′

0 = φkx′

0. Следовательно, выполнено соотношение

ys = f(φs(x′

0)) = f(φs(φkx′

0)) = ys+k, s = 0, 1, . . . .
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Отсюда следует, что k кратно периоду выхода R, то есть k = k1 · R
и, следовательно, x′′

0 = (φR)k1x′

0.
Обратно, пусть x′

0 и x′′

0 таковы, что x′′

0 = φk1Rx′

0 для некоторого
k1. Тогда x′

0 и x′′

0 будут эквивалентны, так как

y′′s = f(φsx′′

0) = f(φsφk1Rx′

0) = f(φk1Rφsx′

0) = f(φsx′

0) = y′s.

Значит, эквивалентные состояния получаются одно из другого с по-
мощью преобразования из группы G(φR). Отсюда получаем, что чис-
ло состояний в классе эквивалентности равно [G(φR) : 1] — порядку
группы G(φR), то есть T

R
, T = |X|, а число классов эквивалентности

равно [G(φ) : G(φR)] — индексу группы G(φR) и равно R.

Следствие 2. Полноцикловый автомат A(X,Y, φ, f) имеет экви-
валентные состояния тогда и только тогда, когда имеет место
сокращение периода выходных символов.

Следствие 3. Группа автоморфизмов полноциклового автомата
A(X,Y, φ, f) есть прямое произведение групп подстановок классов
эквивалентных состояний и имеет порядок

(

T

R
!

)R

, T = |X|, R − период выходов. (9)

Следствие 4. Минимальный автомат Ā(X̄, Ȳ , φ̄, f̄) для одноцикло-
вого автомата A(X,Y, φ, f) имеет R состояний, где R — период
выходных символов.

4◦. Специализируем теперь рассматриваемые автоматы, чтобы об-
легчить получение информации о группе инерции функции выхода f .

Определение 2. Автомат A(X,Y, φ, f) будем называть ячеечным,
если X = Em

n , то есть множество состояний есть множество n-мерных
наборов (x1, . . . , xn), где xi ∈ [0, 1, . . . ,m− 1], i ∈ 1, n. При этом |X| =
mn.

Теорема 3. Пусть ячеечный автомат A(Em
n , Y, φ, f) полноцикло-

вый. Тогда функция выхода f имеет нетривиальную группу инерции
в группе G(φ) тогда и только тогда, когда f имеет нетривиальную

группу инерции в группе G
(

φmn−1

)

.
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Доказательство. Пусть f имеет нетривиальную группу инерции в
группе G(φ), то есть существует R, что φR ∈ J(f), φR 6= e. Согласно
замечанию в доказательстве Теоремы 1 считаем, что R|mn, R < mn.

Поскольку R делит mn, то R = s1 . . . sn, где si — делитель m,
1 6 si 6 m. Из того, что R < mn следует существование номера
i, такого, что si < m. Пусть для определенности s1 < m. Обозначим
Pi = m

si
, i = 1, n. Тогда R делит число s1 ·s2·· · ··sn·p2·· · ··pn = s1 ·mn−1,

где 1 6 s1 6 m.

Если теперь φR ∈ J(f), то и φR·t ∈ J(f) для любых целых t.
Согласно доказанному, существует t, такое, что R · t = mn−1 · k,

1 6 k < m. Значит, φmn−1
·k =

(

φmn−1

)k

∈ J(f). При этом φmn−1
·k 6= e,

так как порядок φ равен mn.

Обратное утверждение очевидно.

Следствие 5. Для полноциклового ячеечного автомата A(Em
n , Y ,

φ, f) период выхода сокращается тогда и только тогда, когда
функция выхода f имеет нетривиальную группу инерции в группе

G
(

φmn−1

)

.

Замечание 1. Если m — простое число, то f имеет нетривиаль-

ную группу инерции в группе G
(

φmn−1

)

тогда и только тогда, когда

φmn−1 ∈ J(f), то есть f(x) = f
(

φmn−1

x
)

для всех x ∈ X.

Определение 3. Функция f на множестве Em
n называется равномер-

ной, если существует d|m, d > 1, такое, что каждое значение функции
принимается кратное d число раз.

Теорема 4. Если функция выходов f полноциклового ячеечного ав-
томата A(Em

n , Y, φ, f) не является равномерной, то группа инерции
f в группе G(φ) тривиальна. Если функция выходов f является рав-
номерной, то существует φ, такое, что f имеет нетривиальную
группу инерции в группе G(φ).

Доказательство. Пусть f имеет нетривиальную группу инерции в
G(φ). Тогда по предыдущему f имеет нетривиальную группу инер-

ции в G
(

φmn−1

)

. Значит, существует k, 1 6 k < m, k|m, такое, что



О периодичности в автономных автоматах 625

φmn−1
·k ∈ J(f) или f(x) = f

(

φmn−1
·k(x)

)

для всех x ∈ Em
n . Тогда

значения f(x) совпадают в d = m
k

> 1 точках, то есть функция f —
равномерная.

Пусть f — равномерная функция. Значит, существует d|m, d > 1,
что значения f принимаются кратное d число раз. Рассмотрим под-
становку S множества Em

n , которая состоит из mn

d
циклов длины d и

в состав каждого цикла входят только элементы Em
n , на которых f

принимает одинаковые значения. Согласно предположению о равно-
мерности f такая подстановка S существует.

Теперь рассмотрим подстановку φ множества Em
n , определенную

равенством φ = m
n−1

·k
√

S (φmn−1
·k = S), где k = m

d
. Ясно, что φ —

полноцикловая подстановка множества Em
n . Имеем по построению

φmn−1
·k ∈ J(f), так как значения f совпадают на циклах подстановки

φmn−1
·k.

5◦. Рассмотрим сначала ячеечные автоматы при m = 2. В этом
случае функция переходов φ задается семейством булевых функций
φ = (f1(x1, . . . , xn), . . . , fn(x1, . . . , xn)) от n переменных. Пусть φ име-
ет «треугольный» тип, то есть

f1 = f1(x1)

f2 = f2(x1, x2)

. . .

fn = fn(x1, . . . , xn).

(10)

Индукцией по n легко доказывается ([3])

Теорема 5. Отображение φ вида (10) биективно тогда и только
тогда, когда оно представляется в виде

y1 = x1 + h1

y2 = x2 + h2(x1)

. . .

yn = xn + hn(x1, . . . , xn−1)

(11)

(h1 — константа).
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Теорема 6. Отображение φ вида (13) является полноцикловым
тогда и только тогда, когда h1 = 1 и вес функций h2, . . . , hn нече-
тен.

Доказательство легко осуществляется индукцией по n.

Следствие 6. Пусть φ — полноцикловое преобразование вида (11).
Тогда φ2m−1

(x1 . . . xn) = (x1 . . . xn−1x̄n).

Следствие 7. Пусть A(Em
n , Y, φ, f) — полноцикловый ячеечный ав-

томат с функцией перехода вида (11). Тогда период выходов со-
кращается (существуют эквивалентные состояния) тогда и толь-
ко тогда, когда функция выхода f(x1, . . . , xn) зависит от xn не
существенно. (В этом случае период выхода R равен 2i, где i —
максимальный номер существенного переменного функции выхода
f(x1, . . . , xn).)

Пусть теперь m — произвольное натуральное число. В этом слу-
чае функция переходов φ задается семейством (fi), i ∈ 1, n, функций
m-значной логики. Пусть семейство (fi), i ∈ 1, n, может быть пред-
ставлено в виде (11) (как функции m-значной логики).

Теорема 7. Отображение φ множества Em
n в себя вида (11) яв-

ляется полноцикловым тогда и только тогда, когда выполнены
условия: (h1,m) = 1, (|h2|,m) = 1, . . . , (|hn|,m) = 1, где |hi| =
∑

x1,...,xi−1
hi(x1, . . . , xi−1) (сумма натуральных чисел по модулю m).

Доказательство аналогично Теореме 6.

Следствие 8. В условиях Теоремы 7 справедливо

φmn−1

(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1, xn + |hn|).

Для некоторых случаев функций m-значной логики данный ре-
зультат можно упростить.

Представление функций m-значной логики вида (11) будем
называть псевдобулевым, если существуют константы a, b из
{0, 1, . . . ,m−1}, булевы функции g2, . . . , gn, функции p1, . . . , pn−1, где
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pi : {0, 1, . . . ,m − 1} → {0, 1}, i ∈ [1, n − 1], такие, что выполнены
равенства:

h2(x1) = a + (b − a)g2(p1(x1))

h3(x1, x2) = a + (b − a)g3(p1(x1), p2(x2))

. . .

hn(x1, . . . , xn−1) = a + (b − a)gn(p1(x1), . . . , pn−1(xn−1)).

(12)

Теорема 8. Пусть отображение φ множества Em
n в себя име-

ет вид (11) и выполнено псевдобулево представление (12). Тогда φ
является полноцикловым в том и только том случае, когда вы-
полнены условия: (h1,m) = 1, ((b − a),m) = 1, (q1,m) = 1, . . . ,
(qn−1,m) = 1, (C(g2),m) = 1, . . . , (C(gn),m) = 1, где qi =

∣

∣

{

p−1
i (1)

}
∣

∣,
i = 1, n − 1, C(gi) — коэффициент Фурье функции gi, i = 2, n,
определяемый равенством C(g(x1, . . . , xn)) =

∑

x1,...,xn
(−1)N(x1 ,...,xn) ·

g(x1, . . . , xn) (сумма действительная, N(x1, . . . , xn) — число нулей в
наборе (x1, . . . , xn)).

Доказательство осуществляется индукцией по n.

Следствие 9. В условиях Теоремы 8 справедливо

φmn−1

(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1, xn + (b − a)q1 . . . qn−1C(gn)).

Таким образом, предложен класс преобразований, для которых
эффективно решается вопрос о сокращении периода выхода и о на-
личии эквивалентных состояний в полноцикловом автомате.

Замечание 2. Для вычисления коэффициентов Фурье существуют
эффективные алгоритмы, основанные на быстром преобразовании
Фурье.

Замечание 3. Использованное свойство отображения φ, для кото-
рого φmn−1

(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn−1, xn + c) может выполняться
не только у полноцикловых преобразований треугольного вида. Рас-
смотрим отображение φ : E3 → E3 вида

f1 = x2

f2 = x1 + 1

f3 = x1 + x2 + x3 + x1x2.

(13)
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Данное преобразование полноцикловое и выполнено φ4(x1, x2, x3) =
(x1, x2, x̄3) для всех (x1, x2, x3).

6◦. Рассмотрим вопрос о сложности рассмотренных задач для бу-
левских автоматов, то есть множества состояний и выходов кодиру-
ются двоичными наборами, а функции переходов и выходов задаются
двоичными функциями. Как обычно, проблему называем NP-труд-
ной, если из существования для нее разрешающего алгоритма поли-
номиальной сложности следует P=NP и NP-полной, если при этом
она принадлежит классу NP. Для проблем Π1, Π2 мы пишем Π1 6 Π2

если из полиномиальной разрешимости Π2 следует полиномиальная
разрешимость Π1. В целях избежания неоднозначности толкования
все задачи приводятся в единой стандартной форме.

1) Регулярность семейства булевских функций.

Дано: Семейство из n булевских функций φ = (f1, . . . , fn) от n
переменных x1, . . . , xn, каждая из которых задана в КНФ.

Вопрос: Верно ли, что φ задает биекцию множества En?

2) Полноцикловость булевского отображения.

Дано: Биективное булевское отображение φ : En → En, задан-
ное семейством формул φ = (fi), i = 1, n, в базисе (+,∨, ·,−).

Вопрос: Верно ли, что φ является полноцикловым?

3) Существование эквивалентных состояний полноциклового бу-
левского автомата.

Дано: Автономный автомат A(Em
n , E1, φ, f), где φ — полноцик-

ловое отображение En в себя, заданное семейством n булевых
функций (fi), i = 1, n, f — булева функция n переменных. Все
функции заданы формулами в базисе (+,∨, ·,−).

Вопрос: Верно ли, что автомат A имеет эквивалентные состоя-
ния?

Теорема 9. Задачи 1)–3) являются NP-трудными.

Доказательство. Пусть f(x1, . . . , xn) — произвольная индивидуаль-
ная задача «выполнимость КНФ». Образуем функцию

f∗(x0, x1, . . . , xn) = x̄0f(x1, . . . , xn) ∨ x0,
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где x0 — новое переменное. Функция f ∗ строится по функции f за
полиномиальное время от длины задания f .

Рассмотрим отображение φ : En+1 → En+1 вида

(x0, x1, . . . , xn) → (f∗(x0, x1, . . . , xn), x1, . . . , xn). (14)

Отображение φ регулярно тогда и только тогда, когда функция
f(x1, . . . , xn) ≡ 0 (то есть задача не выполнима).

Действительно, рассмотрим два произвольные набора x′

0 и x′′

0 из
En+1. Если они различаются на координатах x1, . . . , xn, то их обра-
зы при отображении φ различны. Если же x′

1 = x′′

1, . . . , x′

n = x′′

n,
то f∗(x′

0, x
′

1, . . . , x
′

n) = f∗(x′′

0 , x
′′

1 , . . . , x
′′

n), если f(x′

1, . . . , x
′

n) = 1 и
f∗(x0, x

′

1, . . . , x
′

n) 6= f∗(x̄0, x
′

1, . . . , x
′

n), если f(x′

1, . . . , x
′

n) = 0. Если су-
ществует полиномиальный алгоритм проверки регулярности булев-
ского отображения, то, применяя его к отображению (14), получа-
ем полиномиальный алгоритм решения задачи «выполнимость». По-
скольку задача «выполнимость» NP-полна, получаем противоречие.

Доказательство NP-трудности задач 2,3 аналогично.
В работе [4] представлен ряд NP-трудных задач теории автоматов,

которые относятся к определению эквивалентных состояний, установ-
лению цикловых структур и связи периодов состояний и выходов.

7◦. Будем характеризовать функции переходов регулярных авто-
матов возможностью их включения (или их степеней) в группы пре-
образований множества состояний. Пусть δ : S → S — регулярное
(подстановочное) преобразование множества S. Пусть G — некото-
рая группа преобразований множества S.

Определение 4. Индексом преобразования δ относительно G будем
называть минимальное натуральное число k, такое, что выполнено
включение δk ∈ G.

Обозначим индекс δ относительно G через indG δ. Ясно, что indG δ
делит ordG — порядок элемента δ. Легко устанавливается

Теорема 10. Для любых двух групп преобразований G1, G2, таких,
что G2 ⊆ G1, выполнено indG1

δ| indG2
δ.

Доказательство. Ясно, что indG1
δ 6 indG2

δ. Представим indG2
δ в

виде indG2
δ = indG1

δ ·p+q, где 0 6 q < indG1
δ. Тогда имеем δindG2

δ =
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(

δindG1
δ
)

·δq. Отсюда следует, что δq ∈ G1. Поскольку 0 6 q < indG1
δ,

то q = 0.
Аналогично устанавливается

Теорема 11. Справедливо равенство

indG δ = ord δ/ ord δindG δ. (15)

Определение 5. Преобразование δ назовем несовместимым с груп-
пой G, если indG δ = ord δ.

В качестве примера приложения данных понятий рассмотрим
полноцикловое преобразование из п. 5◦ множества En вида

x′

1 = x1 + 1

x′

2 = x2 + φ2(x1)

. . .

x′

n = xn + φn(x1, . . . , xn−1).

Рассмотрим две группы преобразований En:
GLn — группа линейных преобразований и Σn — группа отрица-

ний переменных. Легко видеть, что indGLn
δ = 2n, indΣn

δ = 2n−1.
Заметим, что если длины всех циклов преобразования δ ограни-

чены снизу величиной k, то выполнено indGLn
δ > k.

8◦. С целью применения предыдущих результатов приведем кон-
струкцию, позволяющую оценивать периоды регулярных преобразо-
ваний снизу и тем самым оценивать снизу индекс регулярных пре-
образований. Будем рассматривать преобразования множества Em

n ,
соответствующего состояниям ячеечного автомата. Укажем способ
вычисления цикловой структуры преобразования треугольного вида

δ :

x1 + a1

x2 + f2(x1)

. . .

xn + fn(x1, . . . , xn−1).

Цикловую структуру Σn преобразования δ определим по индук-
ции. Для n = 1 Σ1 состоит из m циклов длины 1 при a1 = 0 и
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(m,a1) циклов длины m/(m,a1). Пусть для n структура Σn опре-
делена. Тогда Σn+1 определяется так: для всякого l берем цик-
лы длины l. Пусть это C1, . . . , CN . Пусть a1, . . . , aN — веса функ-
ции fn+1(x1, . . . , xn) на данных циклах. Вес функции fn+1 на цик-
ле Ci есть

∑

x1,...,xn
f(x1, . . . , xn) (сумма в Zm). Тогда в Σn+1 каж-

дому циклу (x1, . . . , xn) ∈ Ci соответствует (ai,m) циклов длины
(m/(ai,m)) · l. Соответственно, N циклам длины l соответствует
(a1,m)+ · · ·+(aN ,m) циклов длин (m/(a1,m)) · l, . . . , (m/(aN ,m)) · l.

В [6] дан способ вычисления цикловой структуры прямого произ-
ведения отображений.

Рассмотрим преобразование множества Em
n вида

δ :

x′

1 = x1 + f1(x1, . . . , xn)

. . .

x′

n = xn + fn(x1, . . . , xn).

(16)

Предположим, что f1, . . . , fn — правильное семейство функций
m-значной логики (см. [7]).

В этом случае преобразование Em
n вида

x′

1 = x1 + f1(φ1(x1), . . . , φn(xn))

. . .

x′

n = xn + fn(φ1(x1), . . . , φn(xn)).

(16’)

будет регулярным при любых функциях φ1, . . . , φn, где φi : Zm → Zm.
Дадим рекурсивный способ построения правильных семейств функ-
ций.

Пусть имеется семейство функций f ′ = (f ′

10, . . . , f
′

n0) от перемен-
ных z10, . . . , zn0. Определим семейство из n + s1 + · · · + sn функций
f = (fij) от переменных (zij), i = 1, . . . , n, j = 0, . . . , si, (si, . . . , sn —
произвольные > 0) соотношениями

fi1 = Φi1(f
′

i0)

fi1 = Φi2(f
′

i0, zi1)

. . .

fisi
= Φisi

(f ′

i0, zi1, . . . , zisi−1)

fi0 = Φi0(f
′

i0, zi1, . . . , zisi
)

(17)
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(Φi1 . . . ,Φisi
,Φi0 — произвольные функции от соответствующих (17)

переменных).

Теорема 12. Если f ′ — правильное семейство, то семейство f
также правильное при любых функциях Φij, i ∈ 1, n, j ∈ 0, si.

Доказательство. Пусть семейство f не является правильным. Это
значит, что существует пара различных наборов z ′ = (z′ij), i ∈ 1, n,

j ∈ 0, si, и z′′ = (z′′ij), i ∈ 1, n, j ∈ 0, si, таких, что для всех α, β, таких,
что z′αβ 6= z′′αβ имеем fαβ(z′) 6= fαβ(z′′).

Имеются два случая:
а) z′0 6= z′′0 , где z′0 = (z′10, . . . , z

′

n0), z′′0 = (z′′10, . . . , z
′′

n0). В силу
правильности семейства f ′ = (f ′

10, . . . , f
′

n0) найдется α ∈ 1, n, та-
кое, что z′α0 6= z′′α0 и f ′

α0(z
′) = f ′

α0(z
′′). Из соотношений (17) полу-

чаем, что fα1(z
′) = fα1(z

′′) и в силу предположения о неправильно-
сти семейства f имеем z ′α1 = z′′α1. Снова из соотношений (17) имеем
fα2(z

′) = fα2(z
′′) и тогда имеем z′α2 = z′′α2. Продолжая таким образом,

получим z′αs = z′′αs и из соотношений (17) имеем fα0(z
′) = fα0(z

′′) и
тогда z′α0 = z′′α0, что противоречит выбору α.

б) z′0 = z′′0 . В этом случае из соотношений (17) имеем fi1(z
′) =

fi1(z
′′) для всех i ∈ 1, n. Отсюда по предположению о неправильности

f имеем z′i1 = z′′i1 для всех i ∈ 1, n. Далее, из (17) имеем fi2(z
′) =

fi2(z
′′) для всех i ∈ 1, n. Отсюда получаем z ′i2 = z′′i2 для всех i ∈ 1, n.

Продолжая таким образом, получим, что z ′isi
= z′′isi

для всех i ∈ 1, n и,
следовательно, z′ = z′′, что противоречит выбору пары z ′, z′′. Значит,
семейство f — правильное.

В качестве приложения рассмотрим семейство f ′ = (f ′

10, . . . , f
′

n0)
булевых функций от переменных z10, . . . , zn0, где

f ′

10 = 1 + z20z30 · · · zn0

. . .

f ′

n0 = 1 + z10z20 · · · zn−10

(18)

Легко установить правильность семейства (18). Применим к нему
теорему 12, в которой положим s1 = s, s2 = 0, . . . , sn = 0, в каче-
стве функций Φij возьмем конъюнкцию соответствующих перемен-
ных. Получим правильное семейство функций, каждая из которых
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имеет степень нелинейности > n − 1, размерность которого n + s
(n, s — произвольные натуральные).

Рассмотрим теперь в соотношении (16’) функции φi такие, что
1) Imφi = {0, 1},
2)

(∣

∣

{

φ−1
i (1)

}∣

∣ ,m
)

= 1.
Модернизируя рассуждения теоремы 6 можно показать, что дли-

на любого цикла преобразования (17) для данного семейства функ-
ций f не меньше, чем ms+1. Если m — простое число, а GLn+s — груп-
па линейных преобразований над полем Fm, то получим indGLn

δ >

ms+1, при этом степень нелинейности каждой функции не меньше,
чем n−1, число существенных переменных каждой функции не мень-
ше, чем n − 1.
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