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Введение. Задачи, рассматриваемые в обзоре

Обзор содержит результаты, относящиеся к поведенческой и аб-
страктной теории конечных автоматов. Конечные автоматы и свя-
занные с ними конструкции относятся к важнейшим понятиям дис-
кретной математики и математической кибернетики. Теория автома-
тов имеет многочисленные применения в программировании, техни-
ческой кибернетике, теории динамических систем и т. п. Классиче-
скими задачами этой теории являются прямые задачи: анализа про-
цессов преобразования информации, осуществляемых автоматами, и
свойств автоматов, и обратные задачи: синтеза автоматов с задан-
ными свойствами и идентификации (восстановления, распознавания,
расшифровки, контроля и диагностики) автомата путем эксперимен-
та с ним.

Задача синтеза состоит в построении автомата по заданной его
спецификации — заданию на необходимое, возможное и запрещенное
поведение. Задача идентификации — в построении автомата, проводя
эксперименты с заданным «черным ящиком» — реализацией этого
автомата. В процессе эксперимента возникает фрагмент поведения
автомата. Поэтому имеется единая исходная основа — фрагмент по-
ведения — для решения задач анализа свойств автомата по его пове-
дению и синтеза автомата, удовлетворяющего заданному поведению с

∗Работа поддерживалась грантом РФФИ № 06-01-00240.



346 В. Б. Кудрявцев, И. С. Грунский, В. А. Козловский

некоторой точностью. Эти задачи и рассматриваются в работе. Опи-
сание поведения автомата задается дескриптором того или иного ви-
да, позволяющим описать поведение автомата с заданной степенью
точности.

В последние десятилетия активно развиваются два научных на-
правления. Одно из них — формальные методы синтеза программно-
аппаратных вычислительных систем. Важную роль при этом игра-
ют средства спецификации, и развитию этих средств уделяется боль-
шое внимание. Растет число языков спецификации, разрабатывают-
ся средства поддержки разработки спецификаций и методики их ис-
пользования.

Второе направление — теория экспериментов с автоматами. Экс-
периментом с автоматом называется процесс подачи на автомат по-
следовательности входных сигналов, наблюдение соответствующего
поведения автомата и вывода заключений о функционировании и
свойствах автомата, основанных на этих наблюдениях и априорной
информации об автомате. Основная задача теории экспериментов со-
стоит в разработке эффективных экспериментов, позволяющих полу-
чить (распознать) определенные сведения о строении автомата, его
функциях, о характеристиках процесса преобразования информации,
осуществляемого этим автоматом. При этом возникает большой круг
задач, связанных с классификацией экспериментов, с вопросами раз-
решимости задач распознавания тех или иных свойств автомата опре-
деленными видами экспериментов, с оценками сложности минималь-
ных экспериментов, достаточных для решения тех или иных задач
распознавания, а также с оценками сложности построения этих экспе-
риментов. Теория экспериментов интенсивно разрабатывается, в ней
получен ряд важных и принципиальных результатов [2–8]. Она име-
ет широкий круг применений и оказывает значительное влияние на
развитие ряда математических и технических дисциплин (техниче-
ской диагностики, теории динамических систем, теории формальных
языков и грамматик, теоретического программирования и др.)

Спецификация автомата и фрагменты поведения автомата явля-
ются примерами дескриптора автомата. При исследовании точности
описания автомата фрагментами важную роль играют так называ-
емые идентификаторы свойств автомата (состояний, входов, выхо-
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дов) [6] — фрагменты, позволяющие однозначно идентифицировать
эти свойства. Идентификаторы дают еще один пример дескриптора.

При решении задач синтеза и идентификации возникает необхо-
димость описывать потенциально бесконечные классы автоматов фи-
нитными средствами. Одним из основных таких средств являются
недетерминированные автоматы — еще один пример дескриптора.

Таким образом, при исследовании задач синтеза/идентификации
автоматов возник и интенсивно используется ряд частных видов де-
скрипторов автомата, и эти дескрипторы изучаются своими особы-
ми методами. В связи с этим возникает необходимость разработки
теоретического осмысления и обобщения этих частных случаев с це-
лью создания общих методов изучения, создания и использования
дескрипторов автомата при решении задач синтеза и идентификации
автомата.

Основными проблемами дескрипции автоматов являются анализ
дескрипторов данного автомата, синтез автомата по заданным де-
скрипторам, представление автомата дескрипторами с заданной сте-
пенью точности.

Основное внимание в работе уделяется исследованию последней
из них. В качестве основного модельного дескриптора выступают
фрагменты автомата. Это объясняется следующими соображениями.

Проблематика восстановления автомата по заданному фрагменту
возникла в теории экспериментов и технической диагностике, когда
фрагмент это тест и реакция на него, полученная в эксперименте,
а также при синтезе, когда фрагмент это задание на функциониро-
вание синтезируемого автомата. Эта проблематика состоит в анали-
зе точности описания автомата фрагментами, априорно заданными
и/или полученными в эксперименте; создании методов построения
фрагментов, представляющих автомат с заданной степенью точно-
сти; создании методов синтеза автомата по фрагментам. Указанная
проблематика развивается в рамках четырех направлений: синтеза
управляющих и вычислительных систем, технической диагностики
таких систем, синтаксического распознавания образов, теории экспе-
риментов с автоматами. Развитие этих направлений происходит до-
статочно независимо друг от друга под определяющим влиянием тео-
рии экспериментов.
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Основание теории экспериментов с автоматами положено Муром,
проводившим исследования в двух взаимосвязанных аспектах: неот-
личимость автоматов никакими кратными и никакими простыми (од-
нократными) экспериментами; распознавание автоматов и их состо-
яний с помощью таких экспериментов. Становление теории экспе-
риментов тесно связано с работами A.M. Богомолова и его учени-
ков, М.П. Василевского, А. Гилла, В.Н. Носкова, Н.В. Евтушенко,
А.Ф. Петренко, И.К. Рысцова, В.А. Твердохлебова, С.В. Яблонско-
го, Ф. Хенни и его многочисленных последователей, П. Штарке и
многих других. Эти исследования можно разделить на три этапа:
комбинаторный, сложностной и характеризационный.

Комбинаторный этап касался построения средств анализа авто-
матов и алгоритмов проведения экспериментов с ними, исходя из
комбинаторно-мощностных соображений. Методы и результаты это-
го этапа достаточно полно представлены в известной книге А. Гил-
ла [12].

На сложностном этапе основное внимание уделяется построению
оптимальных по сложности алгоритмов и нахождению сложности
проведения экспериментов, а также оптимальных по сложности ме-
тодов анализа поведения автомата. Это потребовало анализа струк-
туры экспериментов. Этот этап инициирован работами Ф. Хенни и
М.П. Василевского, которые проводили построение контрольных экс-
периментов путем специального помещения во входные последова-
тельности специальных подпоследовательностей (диагностических,
установочных, локализующих, характеристичеких и т. п.), по реак-
ции на которые исследуемого автомата можно идентифицировать его
внутренние состояния. На этом этапе исследовались различные виды
таких последовательностей и способы их размещения в эксперименте.
Методы и результаты второго этапа достаточно полно представлены
в книге В.Б. Кудрявцева, С.В. Алешина, А.С. Подколзина [7]. Один
из авторов настоящего обзора (И.С. Грунский), по-видимому, первым
назвал эти последовательности и реакции на них идентификаторами
состояний, начал их систематическое изучение [4] и обратил внима-
ние на существование идентификаторов других ненаблюдаемых ком-
понент поведения (например, входных последовательностей [6]). На
втором этапе получено большое количество частных способов постро-
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ения контрольных и распознающих экспериментов для случаев, когда
они заведомо существуют. Неисследованными остались условия суще-
ствования и структура таких экспериментов в общем случае. Очень
трудным оказался вопрос: что должно присутствовать в этих экспе-
риментах, а что является издержками алгоритмов их построения, то
есть вопрос характеризации вышеуказанных экспериментов. Появле-
ние первых характеризационных теорем [47] можно отнести уже к
становлению третьего, характеризационного, этапа.

Как упоминалось выше, в последнее время возникло важное и
интенсивно развивающееся направление «Формальные методы син-
теза компьютерных систем», во многом объединяющее вышеуказан-
ные четыре направления. Для него основными задачами являются
задачи контроля таких систем на всех этапах их жизни: проекти-
рования (model checking), изготовления и эксплуатации (контроль и
диагностика). Появилось значительное число средств описания та-
ких систем на различных уровнях (эксперименты, анкетные языки,
k-наборы, частичные и недетерминированные автоматы, временные
логики и т. п.) Эти средства фактически описывают фрагменты по-
ведения синтезируемого автомата, зачастую порождаемые некласси-
ческим способом фиксации его поведения. При этом каждый вид
таких средств изучается своими специальными методами в отрыве
от остальных. Такое разнообразие требует создания общего понятия
фрагмента, исследования условий существования, структуры, слож-
ности фрагментов, позволяющих описывать, восстанавливать, иден-
тифицировать автомат с заданной точностью, а также разработки
методов создания таких фрагментов. Исследование этого комплек-
са задач составляет, на наш взгляд, содержание третьего этапа —
характеризационного. Актуальность исследований в этом направле-
нии, в силу вышесказанного, все возрастает. Этим исследованиям,
выполненным в значительной степени авторами обзора либо под их
руководством, посвящена значительная часть работы.

Базовым понятием, на которое опирается изучение вышеуказан-
ного круга задач является предложенное понятие фрагмента, явля-
ющееся естественным обобщением большого числа известных фраг-
ментов частного вида и обладающее их характерными свойствами.
Введено отношение «фрагмент — автомат», рассмотрены свойства
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классов фрагментов заданного автомата. Введено понятие кофраг-
мента («запрещенного фрагмента») автомата, рассмотрены свойства
классов автоматов, имеющих заданную пару (фрагмент — кофраг-
мент). Другое введенное ключевое понятие — понятие идентифика-
тора ненаблюдаемых компонент функционирования автомата, то есть
фрагмента, позволяющего однозначно определить значения этих ком-
понент. Показано, что идентификаторы являются мощным инстру-
ментом исследования рассматриваемых в работе задач.

Далее введено общее понятие представления автомата-эталона с
заданной точностью (подобием) относительно априорного класса ав-
томатов как пары (фрагмент, кофрагмент) автомата-эталона, кото-
рая может быть парой (фрагмент, кофрагмент) автомата из апри-
орного класса только, если он подобен эталону. Показано, что это
понятие охватывает и обобщает ряд частных понятий (контрольные,
распознающие эксперименты, анкетные языки, k-наборы и т. п.), из-
вестных в теории автоматов. Проведена естественная классификация
представлений. Осуществлено систематическое исследование условий
существования и структуры представлений.

Получены точные условия существования представлений обще-
го вида и частных их классов в терминах взаимоотношений свойств
априорного класса, класса автоматов, подобных эталону, и класса
автоматов, неотличимых от автомата-эталона для соответствующего
отношения неотличимости. Получены условия существования нетри-
виальных представлений различных классов, в том числе анкетных
языков и контрольных экспериментов. Исследована структура тек-
стуальных представлений, то есть представлений, состоящих только
из фрагмента автомата и не содержащих кофрагмента. Эта структура
описана в терминах наличия и расположения в представлении иден-
тификаторов состояний эталона. Для этого введена операция замы-
кания фрагмента по так называемым верифицированным идентифи-
каторам эталона и структура текстуальных представлений описана
в терминах этого замыкания. Из этих результатов следует, в част-
ности, обоснование методов построения контрольных экспериментов,
предложенных Хенни, Василевским и рядом их последователей. Най-
дены условия, при которых фрагмент является представлением точ-
но тогда, когда его замыкание по соответствующим идентификато-
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рам изоморфно эталону. Тем самым выделены случаи, когда иден-
тификаторы состояний в представлениях необходимы. Найден ряд
критериев (в терминах замыканий), при которых фрагмент является
представлением в случае, когда априорный класс конечен и состоит
из автоматов, число состояний которых не превосходит числа состо-
яний эталона, а сам эталон обладает дополнительными свойствами,
важными в приложениях теории автоматов. Ряд этих критериев был
получен с единых позиций сведением задачи анализа фрагментов с
целью выявления свойства «быть представлением» к задаче анали-
за раскрасок некоторых графов. Приведены результаты по оценке
сложности задачи распознавания представлений автоматов. Исполь-
зуя полученные характеризационные теоремы, доказана NP -полнота
указанной задачи распознавания для ряда случаев. Кроме того, полу-
чены неулучшаемые оценки длин контрольных экспериментов, опре-
деляющие предельные нижние границы этих длин для экспериментов
с любым эталоном относительно рассмотренных классов автоматов.

Как указывалось выше, в последнее время в прикладных зада-
чах (model checking) возникает необходимость рассматривать потен-
циально бесконечные классы, заданные финитными дескрипторами.
Рассмотрены два типа таких дескрипторов: недетерминированные ав-
томаты и маркеры-идентификаторы состояний специального вида.
Введены два вида финитно-определенных классов, соответствующие
этим дескрипторам. Исследуется структура этих классов. Особое вни-
мание уделяется свойствам контрольных и распознающих экспери-
ментов относительно этих классов.

Предлагаемый обзор содержит ряд окончательных результатов,
однако они являются лишь очередным шагом в исследовании задач
анализа и синтеза автоматов по их поведению, которые постоянно
наполняются новым содержанием и требуют дополнительных усилий
и средств их разрешения.
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1. Основные определения и базовые резуль-

таты

1.1. Автоматы: эксперименты и идентификаторы

Напомним основные понятия теории автоматов, которые можно
найти, например, в [7].

Автоматом (Мили) называется система A = (S,X, Y, δ, λ), где
S,X, Y — алфавиты состояний, входов и выходов соответственно, а
δ ⊆ S ×X × S, λ ⊆ S ×X × Y — функции переходов и выходов. Как
обычно, δ(s, x) (λ(s, x)) обозначает множество тех элементов s′ ∈ S
(y′ ∈ Y ), для которых (s, x, s′) ∈ δ ((s, x, y′) ∈ λ). Автомат называется
детерминированным, если δ и λ являются (частичными) отображени-
ями из S×X в S и Y соответственно. Автомат называется всюду опре-
деленным, если δ(s, x) и λ(s, x) определены для всех s ∈ S и x ∈ X.
В дальнейшем, если не оговорено противное, рассматриваются авто-
маты, у которых области определения функций переходов и выходов
совпадают. Для автомата A соответствующую область определения
обозначим через DomA, а область значений функции f через Imf .

Пусть S′ ⊂ S и δ(S′, x) =
⋃

s∈S′

δ(s, x), λ(S ′, x) =
⋃

s∈S′

λ(s, x).

Распространим функции автомата на множество X ∗ по формулам,
где δ(s, e) = s, δ(s, px) = δ(δ(s, p), x) λ(s, e) = e, λ(s, e) = λ(s, p)
λ(δ(s, p), x), где s ∈ S, x ∈ X, p ∈ X∗. Будем говорить, что вход-
выходное слово w = (p, q) порождается состоянием s автомата A,
если q ∈ λ(s, p). С каждым состоянием s ассоциируется множество
λs всех вход-выходных слов, порождаемых этим состоянием. Если
автомат A детерминированный, то λs является (частичным) отобра-
жением из X∗ в Y ∗ и называется автоматным отображением. Пусть
l(w) — длина слова w ∈ λs, тогда l(w) = l(p) = l(q). Через λi

s обо-
значим множество всех вход-выходных слов длины i, порождаемых
состоянием s. Автомат A удобно задавать в виде графов переходов,
вершинами которого являются состояния из S, а дугами — четверки
(s, x, y, t) , где t ∈ δ(s, x), y ∈ λ(s, x). Пара (x, y) называется отметкой
дуги, s— ее началом, а t— концом. В дальнейшем иногда будем отож-
дествлять автомат со списком всех дуг его графа. Если не оговорено
противное, считаем, что автомат имеет хотя бы одну дугу. Состояние
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t называется достижимым из s, если t ∈ δ(s, p) для некоторого p ∈ X ∗.
Автомат называется сильно связным, если его граф переходов сильно
связен. Состояние s называется преходящим в A, если s не является
концом ни одной дуги автомата A. Автомат, граф переходов которого
не имеет циклов, назовем ацикличным. Если необходимо, алфавиты
и функции автомата будем снабжать индексами.

Пусть A = (S,X, Y, δA, λA), B = (T,X, Y, δB , λB) — некоторые ав-
томаты. Гомоморфизмом автомата A в автомат B называется такое
отображение ϕ множества S во множество T , для которого если ду-
га (s1, x, y, s2) принадлежит автомату A, то дуга (ϕ(s1), x, y, ϕ(s2))
принадлежит B. Гомоморфизм ϕ называем моно- или эпиморфиз-
мом, если ϕ — взаимно однозначное отображение или отображение
на множество T соответственно. Наличие гомоморфизма обознача-
ем A 6 B, а мономорфизма — A ⊆ B. Гомоморфизм, являющийся
одновременно моно- и эпиморфизмом, назовем изоморфизмом.

Гомоморфизм называется полным, если для всех дуг (t1, x, y, t2)
автомата B, для которых t1 ∈ ϕ(S), найдется дуга (s1, x, y, s2) ав-
томата A, для которой ϕ(si) = t1, i = 1, 2. Автомат A называется
подавтоматом автомата B, если существует полный мономорфизм
A в B. Если ϕ является полным эпиморфизмом автомата A на B,
то B называется гомоморфным образом A по ϕ, что обозначается
B = ϕ(A). Если ϕ является полным изоморфизмом автомата A на B,
то они называются изоморфными. Полный изоморфизм обозначаем
A = B. Гомоморфизм автомата в себя называем эндоморфизмом, а
изоморфизм в себя — автоморфизмом.

Пусть ϕ — гомоморфизм автомата A в B и φ— гомоморфизм авто-
мата B в автомат C = (U,X, Y, δc, λc). Тогда через φ·ϕ обозначаем го-
моморфизм автомата A в C, для которого, если дуга (s1, x, y, s2) при-
надлежит автомату A, дуга (φ(ϕ(s1)), x, y, φ(ϕ(s2)) принадлежит C.

Пусть A = (S,X, Y, δ, λ) — некоторый автомат. В дальнейшем счи-
таем, что множества входов и выходов автоматов конечны. Автомат,
у которого конечно и множество состояний, называется конечным.
Множество U = X × Y назовем внешним алфавитом автомата, оно
всегда конечно. Класс всех автоматов в алфавитах X,Y обозначает-
ся через N(X,Y ) или N(U) в зависимости от удобства. Через D(X,Y )
или D(U) обозначается класс детерминированных автоматов в этих
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алфавитах. Класс всех конечных детерминированных автоматов обо-
значаем Dk(U), а его подкласс всюду определенных приведенных ав-
томатов — A(U).

С автоматом A ассоциируется автомат Медведева AU =(S,U,∆A),
где U, S — множества его входов и состояний соответственно, а ∆A ⊆
S×U×S — отношение переходов, для которого t ∈ ∆A(s, (x, y)), если
t ∈ δ(s, x) и y ∈ λ(s, x). У автоматов A и AU их графы совпадают,
поэтому зачастую эти автоматы будут отождествляться.

Поведением автомата обычно называется способ взаимодействия
автомата с внешней средой. Известны различные уточнения пове-
дения. В дальнейшем под поведением будут пониматься множества
вход-выходных слов в алфавитах автомата, возможно, с некоторой
дополнительной структурой. Основным понятием при изучении пове-
дения автомата следует считать понятие эксперимента с автоматом.
В теории автоматов под экспериментом понимается процесс подачи
на исследуемый автомат входных слов, наблюдения соответствую-
щих выходных слов — реакций этого автомата и вывода заключений
об исследуемом автомате на основе априорной информации о нем и
полученных вход-выходных слов. При этом функции автомата и его
внутренние состояния полностью неизвестны и целью эксперимента
является их распознавание. Входные слова подаются на начальные
состояния автомата. Процесс экспериментирования осуществляется
алгоритмом-экспериментатором.

Уточним понятия эксперимента. Автомат A называется слабо
инициальным, если выделено подмножество его возможных началь-
ных состояний, и обозначается A = (S,X, Y, δ, λ, S0). Если S0 состоит
из одного состояния s0, то автомат A = (S,X, Y, δ, λ, s0) называется
инициальным. В случае S0 = S автомат A называется неинициаль-
ным.

Рассмотрим слабо инициальный автомат A. Множество W вход-
выходных слов назовем экспериментом автомата A, если W ⊆ λs для
некоторого s ∈ S0. Зафиксируем некоторый эксперимент W автома-
та A. Множество P всех таких входных слов p, что (p, q) ∈ W для
некоторого q ∈ Y ∗ назовем тестом, порождающим эксперимент W .
Множество Q всех таких выходных слов q, что для некоторого слова
p из теста P , назовем наблюдением, порожденным тестом P . Экспе-
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римент W будем понимать также как пару: тест P и наблюдение Q
и будем писать W = (P,Q).

Автомату A поставим в соответствие множество всех его экспе-
риментов Ex(A). Это множество частично упорядочено отношением
включения ⊆. Через Exmax(A) обозначим множество всех максималь-
ных (по этому отношению) экспериментов автомата A. Ясно, что экс-
периментами этого множества могут быть λs для некоторых s ∈ S0.

Автоматы A и B назовем неотличимыми никаким экспериментом,
если Ex(A) = Ex(B). Если A и B всюду определены, то последнее
равенство равносильно равенству Exmax(A) = Exmax(B). Для всю-
ду определенных детерминированных неинициальных автоматов эти
равенства равносильны соотношению (A,B) ∈ ε.

Через Ex(U) обозначим множество всех тех W ⊆ U ∗, которые
являются экспериментами некоторого детерминированного автомата
с внешним алфавитом U = X × Y .

Автомат A = (S,X, Y, δ, λ, s0) называется инициально связным,
если для любого его состояния s существует слово p ∈ X ∗, для
которого s ∈ δ(s0, p). Класс всех конечных детерминированных
инициально-связных приведенных инициальных автоматов обозна-
чим через AI(U).

Слабо инициальному автомату A ∈ A(U) поставим в соответствие
LA = Exmax(A) = {λs}s∈S0

. Пусть Lk
A = {λk

s}s∈S0
.

Распространим понятие гомоморфизма на слабоинициальные ав-
томаты: пусть A = (S,X, Y, δA, λA, s0), B = (T,X, Y, δB , λB , T0) —
детерминированные слабо инициальные автоматы. Отображение ϕ :
S → T назовем гомоморфизмом автомата A в B, если ϕ(s) ∈ T0 для
всех s ∈ S0 и ϕ(δA(s, x)) = δB(ϕ(s), x), λA(s, x) = λB(ϕ(s), x) для всех
s ∈ S, x ∈ X. Существование гомоморфизма обозначаем A 6 B, а
изоморфизма — A = B. Ясно, что для слабо инициальных автоматов
A,B ∈ A(U) равенства A = B и LA = LB равносильны.

Проблемой анализа автомата A будем называть проблему иссле-
дования свойств Ex(A) или LA, если A ∈ A(U). Проблемой синтеза
автомата будем называть проблему построения автомата (чаще все-
го из класса A(U)), для которого Ex(A) равно заданному множеству
экспериментов E ⊆ Ex(U).
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При постановке и исследовании проблемы синтеза обычно разли-
чаются две ситуации: а) множество E задается на достаточно форма-
лизованном языке, б) множество E может быть получено в результате
экспериментирования с заданным «черным ящиком» — исследуемым
автоматом. Последняя ситуация известна как «расшифровка» авто-
матов. Ей уделяется основное внимание в данной работе.

Алгоритмы-экспериментаторы расшифровки делятся на два клас-
са: распознающие и контрольные. Алгоритм-экспериментатор (или
как обычно говорят эксперимент) называется распознающим или
идентифицирующим относительно класса F ⊆ A(U), если в резуль-
тате проведения процесса экспериментирования с «черным ящиком»
из F этот алгоритм полностью определяет его множество экспери-
ментов, то есть распознает его с точностью до изоморфизма.

Такой алгоритм называется контрольным относительно класса
F ⊆ A(U) и автомата-эталона A ∈ A(U), если в результате экспери-
ментирования с «черным ящиком» из F этот алгоритм определяет,
изоморфны A и «черный ящик» или нет.

1.1.1. Контрольные эксперименты

Рассмотрим одно из уточнений понятия «контрольный экспери-
мент». Следуя вышесказанному, контрольным экспериментом отно-
сительно F ⊆ AI(U) и A ∈ AI(U), назовем такое множество W вход-
выходных слов, для которого W ⊆ LA = {λS0

} , и если W ⊆ LB ,
где B ∈ F , то A = B. Если W контрольный эксперимент для A и
F , то контрольный алгоритм-экспериментатор состоит в подаче на
«черный ящик» входных слов p ∈ P , где P — тест, порождающий
W , в наблюдении реакции q «черного ящика» на p и проверке: (p, q)
принадлежит W или нет.

Для исследования свойств экспериментов автомата введем на
классе AI(U) метрику.

Функция ρ : AI(U)×AI(U) → R
+ со следующим набором аксиом:

1) ρ(A,B) = 0 точно тогда, когда A = B;

2) ρ(A,B) = ρ(B,A);

3) ρ(A,C) 6 ρ(A,B) + ρ(B,C),
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где A,B,C ∈ AI(U), называется метрикой, а пара (AI(U), ρ) — метри-
ческим пространством. Метрику ρ назовем вычислимой, если суще-
ствует алгоритм вычисления расстояния ρ(A,B) для произвольных
A,B ∈ AI(U).

Метрику в классе автоматов можно вводить различными способа-
ми, но особенно отметим метрику β, для которой положим β(A,B)=
0, если A = B, и ρ(A,B) = 1

k , если Lk
A 6= Lk

B и Lk−1
A = Lk−1

B . Метрику
β назовем бэровской.

Бэровская метрика β является вычислимой, поскольку если
A 6= B, то Lk

A 6= Lk
B для всех k > nA + nB − 1, где nA = |S|, и,

следовательно, ρ(A,B) >
1
k для таких k.

Окрестностью с центром A ∈ AI(U) и радиусом r ∈ R
+ назовем

множество автоматов Or(A) = {B |B ∈ AI(U), ρ(A,B) < r}. Авто-
мат A является предельным автоматом класса F ⊆ AI(U), если для
любого r > 0 класс Or(A)∩ (F −{A}) не пуст. Через limF обозначим
множество всех предельных автоматов класса F .

Для бэровской метрики β и произвольных F ⊆ AI(U), A ∈ AI(U)
справедлив следующий критерий существования контрольного экс-
перимента [17].

Теорема 1.1. Равносильны утверждения:

1) Существует контрольный эксперимент относительно F и A;

2) Множество Lk
A является контрольным экспериментом отно-

сительно A и F для некоторого k;

3) O 1

k
(A) ∩ F ⊆ {A} для некоторого k;

4) O 1

k
(A) ∩ F — конечное множество для некоторого k;

5) A /∈ limF .

Этот критерий показывает, что в бэровской метрике β процесс
вывода заключений в процессе экспериментирования сводится к про-
верке условия 3.

Если класс F конечен, то существует верхняя оценка t числа со-
стояний автоматов из F ∪ {A}, и поэтому L2t

A является контрольным
экспериментом. Для произвольного бесконечного класса F критерий
неконструктивен, однако далее будут рассмотрены такие бесконеч-
ные классы, для которых этот критерий конструктивен.
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1.1.2. Фрагменты автомата

Задать автомат — значит задать его алфавиты и функции. Функ-
ции автомата удобно задавать графом, который, в свою очередь, за-
дается списком дуг. Дуга (s, x, y, t) несет следующую локальную ин-
формацию об автомате: если известно, что он находится в состоянии
s и известен входной сигнал x, то автомат перейдет в состояние t
и выдаст на выходе сигнал y. Поскольку имена начал и концов дуг
известны точно, то список дуг однозначно превращается в граф ав-
томата отождествлением вершин с одинаковыми именами.

Если автомат известен частично, то будем считать, что эта ча-
стичная информация задана графом, в котором частичность инфор-
мации заключается в том, что:

1) Некоторые дуги автомата неизвестны полностью;

2) Некоторые дуги автомата заданы с неопределенностью: отметка
u = (x, y) неизвестна и вместо нее известно некоторое подмно-
жество U ′ внешнего алфавита U , причем u ∈ U ′, а вместо s, t
известны S ′′, S′′ ⊆ S, для которых s ∈ S ′, t ∈ S′′.

Таким образом, с неопределенностью известны как вход-
выходные отметки на дугах, так и связи между дугами. Основываясь
на этих соображениях, введем основное понятие — понятие фрагмен-
та автомата.

Пусть vi = Ui1Ui2 . . . Uik суть слова в алфавите 2U , i = 1, 2, то
есть Uij ⊆ U для всех i, j. Если U1j ⊆ U2j для всех j, 1 6 j 6 k, то
первое слово v1 назовем уточнением второго слова v2, а второе — рас-
ширением первого, что обозначим включением v1 ⊆ v2. Если слово vi

понимать как терм в алгебре Клини, определяющий язык в алфавите
U , то есть считать, что vi = {u1 . . . uk |uj ∈ Uik}, то последнее вклю-
чение совпадает с обычным теоретико-множественным включением.
Распространим введенное включение на языки в алфавите 2U . Пусть
Vi — множество слов в этом алфавите, i = 1, 2. Если для каждого
v1 ∈ V1 найдется его расширение v2 ∈ V2, то V1 назовем уточнением
V2, а V2 — расширением, что обозначим V1 ⊆ V2. Если V1 понимать
как объединение языков v ∈ Vi, то последнее включение не противо-
речит теоретико-множественному включению.
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Пусть Ri = (Ti, 2
U ,∆i) — автоматы Медведева, i = 1, 2, из клас-

са N(2U ). Пусть ϕ : T1 → T2 — отображение, для которого, если
(t1, U1, t2) дуга автомата R1, то найдется такое уточнение U2 ⊆ U1,
что (ϕ(t1), U2, ϕ(t2)) — дуга автомата R2. В отличие от ранее введен-
ного гомоморфизма, отображение ϕ будем называть слабым гомо-
морфизмом. Факт существования слабого гомоморфизма обозначим
R1∞R2.

Обозначим Dk(X,Y ) класс всех конечных, детерминированных,
возможно частичных автоматов, у которых области определения
функций совпадают. Пусть A — некоторый автомат из этого класса.
Автомат R ∈ N(2U ) назовем фрагментом автомата A, если R∞Au.
Отождествляя Au и A, последнее включение также будем писать
R∞A. Фрагмент R назовем непосредственным, если отметка каждой
его дуги состоит из одной буквы внешнего алфавита U , и R является
детерминированным автоматом, то есть если R ∈ D(U). В противном
случае фрагмент называется косвенным.

Рассмотрим примеры фрагментов автомата, проясняющие смысл
этого понятия. Рассмотрим вначале непосредственные фрагменты.
Пусть автомат A порождает вход-выходное слово w. Тогда строч-
ный автомат R(w) является конечным непосредственным фрагмен-
том автомата A, полученным при наблюдении входов и выходов ав-
томата. Ясно, что в общем случае существует несколько гомомор-
физмов фрагмента R(w) в автомат A. Для любого множества W
вход-выходных слов, порождаемых этим автоматом, автомат R(W )
является его фрагментом. Если W ∈ Ex(A), то дерево D(W ) тоже
является фрагментом автомата A. Поскольку переход от W ∈ Ex(A),
к D(W ) взаимно однозначен, то используя вольность речи, можно
считать, что все эксперименты из Ex(A), и их прямые суммы явля-
ются фрагментами автомата. Ясно, что D(λs) — фрагмент автомата
A для всех s ∈ S.

Кроме этого, сам автомат и все его подавтоматы являются его
непосредственными фрагментами.

Рассмотрим некоторые косвенные фрагменты автомата A. Если
автомат порождает на выходе слово q = y1 . . . yk, то q можно пони-
мать как слово v = (X × y1) . . . (X × yk) в алфавите 2U , и строч-
ный автомат R(v) является конечным косвенным фрагментом, полу-
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ченным при наблюдении только выходов автомата. Если A породил
вход-выходные слова w1, w2 и известно, что от порождения слова w,
до начала порождения слова w2 прошло k тактов работы автомата,
то получаем слово v = w1U

kw2 в алфавите 2U , и строчный автомат
R(v) является косвенным фрагментом автомата. Из этих примеров
ясно, что аналогично строятся косвенные фрагменты, если в процессе
экспериментирования с автоматом A в течение некоторого конечного
интервала работы автомата не наблюдаются те или иные компонен-
ты входного и выходного векторов (в случае, когда автомат имеет
структурные входы и выходы).

Из приведенных рассуждений следует, что фрагменты являются
гибким средством описания функционирования автомата и охваты-
вают такие важные частные случаи как эксперименты, ограниченно-
детерминированные функции, наблюдения и т. п.

Пусть F(A) — класс всех фрагментов автомата A ∈ Dk(U). В си-
лу сказанного выше, всякий эксперимент входит в этот класс. Ес-
ли R ∈ N(U) конечен, то существует тривиальный алгоритм провер-
ки того, является ли R фрагментом автомата A. Поэтому подкласс
Fk(A) конечных фрагментов автомата A всегда бесконечен и рекур-
сивен. Пусть F(U) =

⋃

F(A), где объединение выполняется по всем
A ∈ Dk(U), есть класс всех фрагментов в алфавите 2U . Легко видеть,
что этот класс является собственным подклассом класса N(2U ), и под-
класс Fk(U) конечных фрагментов бесконечен, рекурсивен и включа-
ет в себя класс автоматов Dk(U).

В результате определены два класса объектов: класс автоматов
D(U) и класс фрагментов F(U), а также отношение ϕ дескрипции ав-
томат — фрагмент, то есть (A,R) ∈ ϕ, если A ∈ Dk(U) и R∞A. В
монографии [22] автомату A ∈ A(U) ставится в соответствие класс
его фрагментов F(A), а фрагменту R — класс A(R) ⊆ A(U) всех ко-
нечных, детерминированных, всюду определенных, приведенных ав-
томатов A, для которых R∞A. При этом говорят, что R описывает
класс A(R), или, что R определяет A с точностью A(R). В рамках
классов F(A) и A(R) в книгах [6, 22] систематически исследуются
свойства фрагментов различных видов.
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1.1.3. Идентификаторы состояний автомата

Пусть A некоторый конечный детерминированный автомат с сов-
падающими областями определения функций переходов и выходов,
то есть A ∈ Dk(U). Этот автомат далее будем называть эталоном.
Рассмотрим такие фрагменты эталона, которые позволяют однознач-
но определять его внутренние состояния.

Пусть R — некоторый фрагмент эталона и t — некоторое произ-
вольное зафиксированное состояние фрагмента. Фрагмент с зафикси-
рованным состоянием обозначим Rt. Фрагмент Rt назовем идентифи-
катором состояния s эталона, если для любого слабого гомоморфизма
ϕ фрагмента в эталон выполняется равенство ϕ(t) = s. Этот фраг-
мент назовем идентификатором состояний эталона, если Rt является
идентификатором некоторого состояния s эталона A.

С введенными понятиями фрагмента автомата, отношения де-
скрипции «фрагмент — автомат», понятием идентификатора состоя-
ний автомата связан целый ряд хорошо известных и старейших задач
теории автоматов, которые решались для конкретных видов автома-
тов и их фрагментов. К их числу относятся такие задачи как зада-
чи определения внутреннего состояния автомата путем эксперимен-
та с ним [12, 16], задачи синтеза автомата по заданному фрагменту
(эксперименту [17, 18], анкетным языкам [20, 21], задачи сравнения
поведения автоматов (эквивалентность, неотличимость простым или
кратным экспериментом), задачи контроля и распознавания автома-
тов). Более подробно эти связи рассмотрены в монографиях [6, 11,
22]. В них же показано, что идентификаторы являются мощным и
адекватным средством исследования свойств фрагментов автомата
и, особенно, его представлений.

1.1.4. Маркеры состояний автомата

Пусть A — некоторый автомат из A(U), а MA — множество всех
тех вход-выходных сигналов (x, y), для которых существует такое
единственное состояние s этого автомата, что (x, y) ∈ λs. Другими
словами, MA — множество всех начальных идентификаторов состо-
яний длины 1 автомата A. Определим отношение дескрипции прави-
лом: ϕ ∈ A(U) × 2U , ϕ(A) = MA. Далее будет рассмотрена следую-
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щая задача. Произвольно зафиксируем некоторое множество M ⊆ U .
Элементы этого множества назовем маркерами. Рассмотрим класс
A(U,M) всех тех автоматов A, для которых MA ⊇ M ∩ ΦA. Состоя-
ние автомата A ∈ A(U,M), порождающее некоторый маркер, назовем
маркированным (отмеченным). В дальнейшем исследуется структу-
ра класса A(U,M), его интересных подклассов и его дополнения до
A(U). Рассматриваются также кратные контрольные и распознающие
эксперименты для этого класса и его подклассов.

1.1.5. Характеризаторы классов автоматов, неотличимых

экспериментами

Пусть A = (S,X, Y, δA, λA) — произвольный детерминированный
конечный всюду определенный автомат. Пусть P — некоторое мно-
жество входных слов, называемое далее тестом. Каждое состояние s
автомата и этот тест порождают эксперимент Ws = {(p, λA(s, p))},
p ∈ P . Множество всех экспериментов автомата A, порожденных
этим тестом, обозначим через Exp(A), то есть Exp(A) = {Ws}s∈S .

Пусть автомат B = (T,X, Y, δB , λB) тоже конечен, детерминиро-
ван и всюду определен. Будем говорить, что A неотличим от B экс-
периментами, порожденными тестом P , если Exp(A) ⊆ Exp(B). От-
ношение неотличимости такими экспериментами обозначим γP . Оно
рефлексивно, транзитивно, но в общем случае не антисимметрично
и является предпорядком. Этот предпорядок порождает эквивалент-
ность ρP = γP ∩ γ−1

P , то есть (A,B) ∈ ρP , если ExP (A) = ExP (B).
Эту эквивалентность назовем P -неотличимостью, а автоматы P -не-
отличимыми.

Пусть P ⊆ 2x∗

— некоторое множество тестов. Оно порождает
предпорядок γP =

⋂

P∈P

γP и эквивалентность ρP =
⋂

P∈P

ρP .

Легко видеть, что класс ε(A) конечных, детерминированных всю-
ду определенных автоматов, неотличимых от A никаким эксперимен-
том, бесконечен. Поскольку ε ⊆ ρP, для любых P, то класс ρP(A) тоже
бесконечен. Для того, чтобы сделать более прозрачной структуру это-
го класса, в дальнейшем факторизуем его по ε, то есть будем считать,
что ρP задано на классе приведенных автоматов.
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В книге [6] осуществляется общий подход к изучению свойств
класса ρP(A) автоматов P-неотличимых от A для различных ви-
дов тестов P, то есть автоматов, неотличимых экспериментами раз-
личного вида. Рассматривались отношения неотличимости автоматов
экспериментами ограниченных высоты и кратности, экспериментами
ограниченной высоты, простыми экспериментами и т. п.

При рассмотрении неотличимых автоматов основное внимание
уделяется следующим задачам. Пусть α — некоторое отношение неот-
личимости автоматов. Задачей характеризации отношения α назовем
задачу нахождения конструктивных условий, при которых автоматы
находятся в этом отношении. Эти условия могут быть выражены в
различных терминах. Наш подход к характеризации заключается в
следующем: изучение исходного отношения α заменяется изучением
другого, в некотором смысле «удобного», хорошо известного харак-
теристического отношения β. Для этого автомату ставится в соответ-
ствие χ (зависящее от α и β) — некоторый автомат-характеризатор
χ(A) так, чтобы (A,B) ∈ α выполнялось тогда и только тогда, ко-
гда (χ(A), χ(B)) ∈ β. В связи с этим возникают задача анализа —
перехода от A к характеризатору, и обратная ей задача синтеза —
построения A по заданному характеризатору. Вторая цель, для кото-
рой строится характеризатор — исследование структуры класса α(A).
Для вышеуказанных отношений удалось построить характеризаторы
и с их помощью найти критерии конечности этих классов, выделить
общую часть всех автоматов из класса. При этом важную роль игра-
ют соответствующие идентификаторы.

Определим характеризатор для отношения неотличимости авто-
матов экспериментами кратности не большей r и высоты не боль-
шей i. Пусть A,B ∈ A(U). Пусть Exri(A) = {w |w ∈Ex(A), r(w) 6 r,
h(w) 6 i}. Тогда полагаем: (A,B) ∈ ρri, если Exri(A) = Exri(B).
Введенное отношение назовем отношением (r, i)-неотличимости.

Напомним, что v 6 w означает, что слово v является начальным
отрезком слова w. Пусть W ⊆ U ∗, тогда Wmax обозначает множество
всех максимальных экспериментов (по 6 ) из множества W . Пусть
E = {W1, . . . ,Wk} — некоторое множество экспериментов. Экспери-
мент Wj назовем максимальным в E, если Wj = Wmax

j и Wj 6 Wi

влечет Wi ⊆Wj .
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Рассмотрим Exri(A). Это множество конечно, поэтому для каж-
дого W ∈ Exri(A) найдется максимальный эксперимент из этого мно-
жества. Подмножество всех максимальных экспериментов обозначим
Φri

A . Каждый такой максимальный эксперимент W состоит из попар-
но несравнимых по 6 слов длины i и кратности

r(W ) =

{

r, при mi > r,

mi, в противном случае.

Здесь m = |X|. По автомату A построим χ(A, ρri) следующим
образом. Множество W = W1 ∪ . . . ∪ Wk, где Wj ∈ Φri

A для всех j,
i 6 j 6 k, называется полным относительно Φri

A , если одновременно
выполняются три условия: 1) для всякого входного слова p длины i
найдется выходное слово q такой же длины, что (p, q) ∈ W ; 2) если
(p, q1), (p, q2) ∈ W , то q1 = q2; 3) если Q 6 W и r(Q) = r, то Q ∈
Φri

A . Первые два условия равносильны существованию такого конечно
автоматного отображения λ : X → Y , для которого λi = W .

По множеству Φri
A построим возможно недетерминированный ав-

томат Gri(A) = (G,X, Y,Λ, B,∆,Λ), у которого множество состояний
G равно множеству всех полных множеств вход-выходных слов, со-
ставленных из экспериментов, входящих в Φri

A , всевозможными спо-
собами. Функции переходов ∆ и выходов Λ этого автомата определя-
ются формулами: пусть W,Q ∈ G и x ∈ X, y ∈ Y , тогда

∆(W,x) = {Q | ∃y[((x, y) \W ) 6 Q]},

Λ(W,x) = {y | (x, y) 6 W}.

Напомним, что v \ W = {w | vw ∈ W}. В случае, когда i = 1 и
(x, y) ∈ W , то (x, y) \W = e, где e — пустое вход-выходное слово. В
теории автоматов принято, что e 6 Q для всех Q. Поэтому в случае
∆(W,x) = G для всех x ∈ X. Из условия 1 для полных относительно
Φri

A множеств следует, что |∆(W,x)| = 1 для всех W ∈ G и x ∈ X.
В [6] показано, что автомат Gri(A) приведен, в общем случае неде-

терминирован и выполняется

Теорема 1.2. (A,B) ∈ ρri тогда и только тогда, когда Gri(A) =
Gri(B).



Анализ и синтез автоматов по их поведению 365

Это утверждение дает конструктивный критерий (r, i)-неотличи-
мости двух автоматов. Она показывает, что Gri(A) является характе-
ризатором автомата A относительно ρri, поэтому обозначения Gri(A)
и χ(A, ρri) будем считать синонимами. Заметим, что построенный ха-
рактеризатор не является единственно возможным.

Таким образом, можно определить отношение дескрипции:
(A,G) ∈ ϕ, если G = Gri(A). По определению ϕ(A) = Gri(A) и
ϕ−1(Gri(A)) = ρri(A).

Аналогичные характеризаторы определены в [6, 22] для классов

υr(A), где υr =
∞
⋂

i=1
ρri для υ1(A), для классов εi(A), где εi =

∞
⋂

i=1
ρri, и

ряда других отношений. Для этих способов дескрипции рассмотрены
и, в основном, решены проблемы анализа дескриптора и представле-
ния автомата дескриптором с точностью до изоморфизма.

1.1.6. Спецификация автоматов с помощью недетермини-

рованного автомата

При синтезе автоматов рассматриваются различные ограничения
на свойства синтезируемого автомата (верхняя граница числа состо-
яний, функция неисправностей и др. [22]). Одним из наиболее есте-
ственных является ограничение на возможное поведение автомата,
задаваемое множеством W вход-выходных слов во внешнем алфави-
те автомата. При этом множеству W ставится в соответствие класс
инициальных автоматов A = (S,X, Y, δ, λ, a0) ∈ A(U), для которых
λa0

⊆W , или ставится в соответствие класс инициальных автоматов
A ∈ A(U), для которых W ⊆ λa0

. Во втором случае D(W ) является
фрагментом автомата A, и эта ситуация рассматривалась ранее. Рас-
смотрим первый случай. Событие W зачастую задается с помощью
слабоинициального недетерминированного автомата-спецификации,
а автоматы A, у которых λa0

⊆ W , называются реализациями этой
спецификации.

Пусть C = (S,X, Y, δc, λc, S0) — слабоинициальный конечный
недетерминированный автомат, у которого области определения
функций совпадают. Автомат C порождает событие L(C) =

⋃

s∈S0

λs.

Инициальный автомат A ∈ A(U), называется реализацией автомата
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C, если выполняется соотношение λa0
⊆ L(C). Таким образом имеет

место отношение дескрипции: (A,C) ∈ ϕ, если A — реализация спе-
цификации C. Тогда ϕ−1(C) определяет класс реализаций автомата
C, а ϕ(A) — класс спецификаций автомата A.

Понятие аналогичное реализации первоначально исследовалось в
теории сверхязыков А. Черчем, Б.А. Трахтенбротом, Р. Макното-
ном (см. [8], гл. 2). В [19] введено понятие реализации (в оригина-
ле — интеграла) множества W и найдена характеризация наимень-
шей в некотором смысле спецификации для заданного класса реали-
заций. Реализации данной спецификации неоднократно применялись
при сертификации протоколов (см. напр. [23]). В [25] найдены крите-
рии пустоты, одноэлементности класса ϕ−1(C), предложен алгоритм
синтеза минимальной по числу состояний реализации.

Далее будет рассмотрено несколько отличное понятие реализации
и исследована структура класса реализаций данной спецификации.

1.2. Фрагменты автоматов

Пусть A — некоторый инициальный автомат из класса Dk(U) де-
терминированных конечных автоматов во внешнем алфавите U =
X×Y . Пусть также F(A) класс всех фрагментов этого автомата. Рас-
смотрим простейшие свойства фрагментов из этого автомата. Пусть
R,Q фрагменты автомата A.

Легко видеть, что R∞Q влечет A(R) ⊇ A(Q). Поэтому можно го-
ворить, что Q содержит не меньше информации об автомате, чем R.
Напомним, что A(R) ⊆ A(U) — класс всех конечных всюду опреде-
ленных приведенных автоматов, фрагментом которых является R.

Отношение является предпорядком и порождает эквивалент-
ность: R ≡ Q, если R∞Q∞R. Класс всех фрагментов эквивалент-
ных R обозначим K(R). Из определения следует, что если Q∞R, то
(R + Q) ∈ K(R), таким образом, класс K(R) замкнут по сложению
автоматов.

Рассмотрим конечные фрагменты. Пусть R — конечен и KK(R) —
класс всех конечных фрагментов ему эквивалентных. По сказан-
ному выше он рекурсивен. Множество {nR}, n = 1, 2, . . ., образу-
ет бесконечную цепь фрагментов из KK(R), и, следовательно, этот



Анализ и синтез автоматов по их поведению 367

класс бесконечен. Обозначим через M(R) класс всех тех конечных Q,
не эквивалентных R, для которых Q∞R. Рассмотрим отображение
ϕ : M(R) → KK(R), для которого ϕ(Q) = Q + R. Из определения
следует, что если Q1 6= Q2, то ϕ(Q)1 6= ϕ(Q)2. Поскольку R /∈ M(R),
то фрагменты nR не имеют прообразов по ϕ. Следовательно, ϕ —
инъекция, но не биекция. Так как M(R) =

⋃

K(A), где объединение
происходит по всем Q ∈ M(R), то |

⋃

KK(Q)| 6 |KK(R)|.

Ядром конечного фрагмента R назовем такой его подавтомат Q,
для которого сyществует полный слабый гомоморфизм ϕ, причем
Q = ϕ(R), а всякий слабый эндоморфизм фрагмента Q в себя являет-
ся полным автоморфизмом. По определению ядро фрагмента входит
в KK(R).

Теорема 1.3. Для каждого конечного фрагмента существует
единственное с точностью до изоморфизма ядро.

Операция выделения ядра R′ фрагмента R является операцией
открывания, так как для нее выполняются соотношения: направлен-
ности (то есть R′∞R), идемпотентности (то есть (R′) = R), изотон-
ности (то есть R1∞R2 влечет R′

1∞R′

2).

Из теоремы 3 вытекает ряд следствий, характеризующих эквива-
лентные фрагменты.

Следствие 1.4.

1) Конечные фрагменты эквивалентны тогда и только тогда, ко-
гда их ядра равны (изоморфны).

2) Ядро конечного фрагмента является наименьшим по включе-
нию с элементом в классе KK(R).

Фрагмент, совпадающий со своим ядром, называем ядерным. Оче-
видно, что всякий древовидный непосредственный фрагмент являет-
ся ядерным, но ациклический непосредственный фрагмент ядерным
может не быть. В случае, когда автомат принадлежит A(X,Y ), то
он является ядерным фрагментом самого себя. Класс всех ядерных
фрагментов автомата A в силу следствия 4 частично упорядочен от-
ношением ∞. Ядро автомата A ∈ DK(U), является его наибольшим
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элементом, а фрагмент, состоящий из одной дуги с отметкой X×Y —
наименьшим элементом.

Конечный непосредственный фрагмент назовем правильным.
Класс правильных фрагментов автомата A обозначим Fr(A). Выше
было сказано, что отношение ⊆ на нем совпадает с 6. Класс правиль-
ных фрагментов эквивалентных правильному фрагменту R обозна-
чим через KΠ(R). Этот класс частично упорядочен отношением вклю-
чения. Поскольку {nR} ⊆ KΠ(R), n = 1, 2 . . ., то KΠ(R) бесконечен и
ядро фрагмента R является его наименьшим (по следствию 4) эле-
ментом. Ясно, что KΠ(R) рекурсивен. Класс всех правильных ядер-
ных фрагментов изоморфен Fr(A)/ ≡. Ядро автомата A является его
наибольшим элементом, а каждая дуга автомата A — минимальным
элементом, причем других минимальных нет.

Теорема 1.5. Класс ядерных правильных фрагментов автомата A
конечен тогда и только тогда, когда A — ациклический автомат.

Из этой теоремы следует, что для всюду определенного автомата
A (поскольку он имеет циклы) класс Fr(A) состоит из бесконечного
числа (так как Fr(A)/ ≡ бесконечен) бесконечных классов правиль-
ных эквивалентных фрагментов.

Фрагмент R автомата A назовем тривиальным, если существует
всюду определенный конечный подавтомат B автомата R, для кото-
рого (A,B) ∈ ε. Тривиальный фрагмент явно содержит в себе полное
«глобальное» описание автомата A. Легко видеть, что класс триви-
альных и класс нетривиальных правильных фрагментов замкнуты
по операции сложения и поэтому бесконечны. Кроме того, в классе
эквивалентных фрагментов либо все фрагменты тривиальны, либо
все нетривиальны.

Рассмотрим структуру класса A(R), который описывается неко-
торым фрагментом R. Назовем его классом автоматов, неотличимых
этим фрагментом. Этот класс замкнут по операции объединения. Эта
операция ассоциативна, коммутативна и идемпотентна, следователь-
но, A(R) является (верхней) полурешеткой. Автоматы этой полуре-
шетки, минимальные по включению ⊆, будем называть тупиковыми,
а автоматы с наименьшим числом состояний — минимальными. Ав-
томат A из этого класса назовем неразложимым, если A = B∪C, где
B,C ∈ A(R), влечет A = B или A = C.
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Рассмотрим свойства порождающих множеств полурешетки неот-
личимых автоматов. Вначале рассмотрим более общую ситуацию.

Пусть <L,+> произвольная полурешетка, в которой операция
ассоциирована с некоторым частичным порядком 6. Подмножество
K ⊆ L называется для этой полурешетки порождающим, если каж-
дый ее элемент можно представить суммой конечного числа элемен-
тов из K. Минимальное по включению порождающее множество на-
зовем базисом. Множество всех неразложимых элементов обозначим
через M . Ясно, что M содержит все тупиковые элементы. Очевидно,
что если K порождающее множество, то M ⊆ K. Если L конечна, то
из последнего включения следует, что K — порождающее.

Отображение ϕ полурешетки L в множество N неотрицательных
целых чисел называется изотонным, если l1 6 l2 влечет ϕ(l1) 6 ϕ(l2).
Если кроме этого l1 < l2, влечет ϕ(l1) < ϕ(l2), то назовем ϕ несжима-
ющим цепи в L гомоморфизмом. Несжимающий цепи гомоморфизм
называется высотой, если ϕ(l) = 0 тогда и только тогда, когда l — ту-
пиковый элемент, и ϕ(l) = n, если для некоторого l1 < l ϕ(l1) = n−1.
В этом случае ϕ(l) называется высотой элемента l.

Известно [26], что для любой полурешетки несжимающий гомо-
морфизм существует точно тогда, когда существует высота.

Пусть <A, U> — произвольная полурешетка, где A ⊆ A(X,Y ).
Отображение ϕ этой полурешетки в N, для которого ϕ(A) равно чис-
лу состояний автомата A, является несжимающим гомоморфизмом.

Следствие 1.6. Множество неразложимых элементов полуре-
шетки является единственным ее базисом, а порождающие ее мно-
жества образуют булеву алгебру.

Полурешетка A(R) является интересным примером полурешетки,
для которой выполняется это следствие. В бесконечной полурешет-
ке A высота ее элементов неограниченна. Покажем, что высота ее
неразложимых элементов в общем случае тоже неограниченна.

Пусть A ∈ A(X,Y ). Множество ΦA =
⋃

s∈S
λAs называется мно-

жеством всех простых экспериментов этого автомата. Пусть R =
R(ΦA) — бесконечный непосредственный фрагмент автомата A. Рас-
смотрим бесконечную цепь A1 ⊂ A2 ⊂ . . . Ak ⊂ . . ., где автомат
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Рис. 1.

Ak ∈ A(RA) и R = R(ΦA), имеет множество состояний {0, 1, . . . , k} и
представлен на рис. 1. Класс A(R) бесконечен, имеет единственный
тупиковый автомат A1. Напомним, что цепь l1 < l2 < . . . < lk на-
зывается максимальной в L, если для всех i, 1 6 i 6 k, из вклю-
чения li 6 l 6 li+1 следует, что li = l или li+1 = l. Автоматы
A1 ⊂ A2 ⊂ . . . Ak ⊂ . . . образуют единственную максимальную цепь
от A1 до Ak и все эти автоматы неразложимы. Отсюда следует, что
в данной полурешетке высота неразложимых элементов может быть
как угодно большой.

Продолжим рассмотрение свойств полурешетки A. В дальнейшем
считаем, что A выпукла, то есть если A ⊆ B и A,B ∈ A, то для всех
C ∈ A(X,Y ) из A ⊂ C ⊂ B следует C ∈ A. Рассмотрим свойства A

как системы (A,∪,∩). Операция пересечения на A в общем случае ча-
стична. Пусть B — некоторый автомат из этой системы. Множество
всех автоматов A ∈ A, для которых A ⊇ B, называется главным двой-
ственным идеалом (или фильтром) [26], порожденным автоматом B.
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Главный двойственный идеал, порожденный тупиковым автоматом,
называется максимальным.

Следствие 1.7. Каждое выпуклое и замкнутое по объединению A ⊆
A(X,Y ) равно объединению дистрибутивных решеток с нулем, каж-
дая из которых является максимальным двойственным идеалом,
порожденным тупиковым элементом.

Класс (A(R), U) является выпуклой полурешеткой, то есть явля-
ется примером системы, для которой условие следствия выполняется,
и тем самым U(R) является объединением таких решеток.

Ядром системы A назовем пересечение всех автоматов из этого
класса, то есть наибольший автомат, включающийся во все автома-
ты класса. Для некоторых систем ядро может быть пусто. Класс A(R)
характеризует «размытость», с которой фрагмент R описывает авто-
мат, а ядро класса определяет ту часть автомата, которую фрагмент
описывает однозначно. Из следствия 7 вытекает, что A(R) являет-
ся дистрибутивной решеткой тогда и только тогда, когда он имеет
единственный тупиковый автомат, совпадающий с ядром класса. На
рис. 1 автомат A1 является единственным тупиковым в классе A(R),
где R = R(ΦA1

), поэтому этот класс является дистрибутивной решет-
кой.

Обычно представляет интерес не сам класс A(R), а его некоторый
подкласс, (например, минимальных автоматов). Одним из способов
выделения такого подкласса является запрещение некоторого пове-
дения у его элементов. Пусть R = (T, 2U ,Λ) — некоторый автомат
Медведева. Назовем R кофрагментом автомата A ∈ A(X,Y ), если
каждая компонента связности V ⊆ R не является фрагментом авто-
мата A. Через A(R,Q) обозначим класс всех автоматов из A(X,Y ),
для которых R является фрагментом, а Q — кофрагментом. Ясно,
что A(R,Q) = A(R)−(

⋃

A(V )), где объединение выполняется по всем
компонентам связности V кофрагмента Q.

Всякий класс A(R,Q) является выпуклым. Действительно, если
A,B ∈ A(R,Q) и A ⊆ C ⊆ B, то Rf A влечет Rf C, а V ≺ B влечет
V ≺ C.

Пусть A(R,Q) замкнут по объединению. По следствию 7 он явля-
ется объединением дистрибутивных решеток. Рассмотрим условия,
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когда этот класс является булевой алгеброй. Для этого вернемся к
рассмотрению свойств системы (A,∪,∩).

Если система A конечна и имеет единственный тупиковый авто-
мат, то она является дистрибутивной решеткой с нулем (тупиковым
автоматом) и единицей (объединение всех автоматов из A). Беско-
нечная A единицы никогда не имеет. Рассмотрим условие, когда эта
система является булевой алгеброй. Пусть A ∈ A на множестве S его
состояний введем отношение достижимости состояний: (s1, s2) ∈ τ
если δA(s1, p) = s2 для некоторого слова p ∈ X∗. Это отношение
порождает эквивалентность η = τ ∩ τ−1, классы которой называют-
ся слоями [4]. Они являются максимальными (по ⊆) сильно связны-
ми подмножествами состояний. Каждый слой S ′ определяет подграф
Q′ = (S′, U ′) (но не подавтомат) графа автомата A, где U ′ — множе-
ство всех тех дуг автомата A, начало и конец которых суть вершины
из S′. Заметим, что может быть |S ′| = 1 и U ′ = Φ. Граф G′ для про-
стоты тоже будем называть слоем. Слой будем называть внешним,
если в автомате не существует дуги, которая начинается в другом
слое, но оканчивается в G′.

Теорема 1.8. Равносильны следующие утверждения:

1) Система A является булевой алгеброй.

2) Она конечна, имеет единственный тупиковый автомат и для
всех C, D, для которых B ⊆ D ⊆ C, если слой в автомате D
является внешним, то и в C он является внешним.

3) Система имеет единственный тупиковый автомат B, а мно-
жество всех неразложимых автоматов, отличных от B, ко-
нечно и состоит из попарно несравнимых по включению авто-
матов.

Рассмотрим пример класса A(R,Q), для которого выполняют-
ся условия теоремы 1.8, то есть который является булевой алгеб-
рой. Пусть (A,B) ∈ ν1, если A,B ∈ A(U) и ΦA = ΦB. Изучение
класса ν1(A) автоматов неотличимых никакими простым экспери-
ментом начато еще Муром [14]. Легко видеть, что ν1(A) = A(R,Q),
где R = R(ΦA), а Q = R(U ∗ − ΦA). Пусть A задан рисунком 2,
ΦA = ((0, 0) ∪ (1, 0))∗ ∪ ((0, 1) ∪ (1, 1))∗. Нетрудно убедиться, что A
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является наибольшим автоматом в этом классе. Сам класс состоит
из 4-х автоматов: самого A, его подавтоматов, порожденных множе-
ствами состояний {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}. По теореме 1.8 этот класс
является булевой алгеброй.

Рис. 2.

1.3. Идентификаторы состояний

Пусть A = (S,X, Y, δ, λ) — некоторый конечный детерминирован-
ный неинициальный автомат-эталон, у которого области определения
функций совпадают, то есть A ∈ Dk(U). Пусть Rt — идентификатор
некоторого состояния s ∈ S эталона.

Рассмотрим взаимосвязь между идентификаторами, предпоряд-
ком ∞ и эквивалентностью ≡, порождаемой этим предпорядком.

Если ϕ — слабый гомоморфизм фрагмента R во фрагмент Q эта-
лона, и, кроме того ϕ(t) = q, то Qq является идентификатором со-
стояния s эталона. Следовательно, либо все фрагменты из класса эк-
вивалентности K(R) являются идентификаторами одного и того же
состояния эталона, либо ни один не является. Из бесконечности это-
го класса следует, что множество идентификаторов любого состояния
эталона либо пусто, либо бесконечно.

Из сказанного следует простой конструктивный критерий суще-
ствования идентификаторов. Пусть Rt — идентификатор состояния s
эталона и ϕ — некоторый слабый гомоморфизм Rt в As. Пусть также
Bs = ϕ(Rt).
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Теорема 1.9. Идентификатор состояния эталона A существует
тогда и только тогда, когда существует Bs ⊆ As, являющийся та-
ким идентификатором.

Из сказанного следует, что для каждого автомата A ∈ A(U) и
каждого s ∈ S существуют идентификаторы состояния s. Действи-
тельно, так как A ∈ A(U) всюду определен и приведен, то s 6= t влечет
λsdλtdλs. Поэтому подавтомат Bs, порожденный всеми состояниями
эталона, достижимыми из s, является идентификатором состояния s.

Рассмотрим частный вид идентификаторов состояний эталона,
связанный с экспериментами. С каждым состоянием s эталона ассо-
циируется два множества вход-выходных слов: λs — множество всех
вход-выходных слов, начинающихся в s, то есть порожденных со-
стоянием s, и двойственное множество φs всех вход-выходных слов,
оканчивающихся в s, то есть таких (p, q) ∈ (X × Y )∗, для которых
найдется такое s′ ∈ S, что δA(s′, p) = s и λA(s′, p) = q. Пусть V1,
V2 — некоторые множества слов в алфавите 2U . Пару (V1, V2) назо-
вем окрестностью состояния s эталона, если для каждого слова v ∈ V1

найдется его сужение w ∈ φs и для каждого v ∈ V2 найдется его суже-
ние w ∈ λs. V2 определяет автомат Медведева D(V2), V1 — возмож-
но бесконечный автомат Медведева R(V1). Отождествляем начальное
состояние автомата D(V2) и все висячие состояния автомата R(V1).
Полученный автомат обозначим D(V1, V2), а отождествленное состо-
яние — d. Из построения следует, что если (V1, V2) — окрестность
состояния s эталона, то существует слабый гомоморфизм ϕ автомата
D(V1, V2) в A, причем ϕ(d) = s. Поэтому, используя вольность речи,
окрестность (V1, V2) состояния s будем называть идентификатором
состояния s эталона, если D(V1, V2) является таким идентификато-
ром. Идентификатор (V1, V2) будем называть начальным (конечным),
если V1 = ∅, (V2 = ∅). Начальный (конечный) идентификатор эта-
лона называется простым, если кратность множества V1 (множества
V2) равна единице.

Рассмотрим примеры идентификаторов состояний. Множество
вход-выходных слов P ⊆ X∗ называется диагностическим [12] для
эталона A, если для всех состояний s ∈ S и всех p ∈ P реакция λ(s, p)
определена и, если s 6= t, s, t ∈ S, то λ(s, p) 6= λ(t, p) для некоторого
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p ∈ P . Другими словами, если P — диагностическое, то эксперимент
λs/P — сужение λs на P , является начальным идентификатором для
всех s ∈ S.

Входное слово p называется установочным [12] для A, если λ(s, p)
определено для всех s ∈ S и равенство λ(s, p) = λ(t, p) влечет ра-
венство δ(s, p) = δ(t, p). Ясно, что для установочного слова p вход-
выходное слово (p, λ(s, p)) является конечным идентификатором со-
стояния δ(s, p) эталона.

Известно [7, 12], что для всюду определенного приведенного эта-
лона всегда существуют диагностические множества и установочные
слова. Поэтому для такого эталона существует начальный идентифи-
катор каждого состояния и простой конечный идентификатор хотя
бы одного состояния. Там же приведены методы построения таких
входных слов.

Рассмотрим условия существования окрестностей состояний, яв-
ляющихся идентификаторами состояний эталона. Ясно, что если
(V1, V2) — идентификатор состояния s, то (φs, λs) тоже идентифи-
катор этого состояния. Для конечного эталона множества φs, λs ре-
гулярны в алгебре Клини, поэтому существует алгоритм проверки
того, является ли окрестность (φs, λs) идентификатором состояния s.

Cформулируем более простой критерий существования иденти-
фикаторов состояний. Пусть n — число состояний эталона.

Теорема 1.10. Равносильны утверждения:

1) Существует окрестность состояния s, являющаяся его иден-
тификатором.

2) (φs, λs) является идентификатором состояния s.

3) Существует идентификатор (V1, V2) состояния s, для кото-
рого |V1| + |V2| 6 n− 1 и h(V2) 6 22n.

По эталону построим проверочный граф G = (T, V,∆), где T =
2s×2s, V = {+,−}×U . Функцию переходов ∆ определим по правилу:
∆((S1, S2),+(x, y)) = (S ′

1, S
′

2), где s ∈ S ′

i, если δA(t, x) = s, и λA(t, x) =
y для некоторого t ∈ Si, i = 1, 2. ∆((S1, S2),−(x, y)) = (S ′′

1 , S
′′

2 ), где
t ∈ S′′

i , если δA(t, x) = s и λA(t, x) = y для некоторого s ∈ Si, i = 1, 2.
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Проверочный граф является достаточно общей конструкцией и
позволяет находить идентификаторы состояний более общего вида,
чем окрестности. Для этого в проверочном графе выбираются слова
v = (α1, u1) . . . (αk, uk), где αj ∈ {+,−} и ∆((s, t), v) = (S1,∅), Si 6= ∅.
По слову v строится ациклический граф R(v), множество вершин ко-
торого равно {1, 2, . . . , k + 1} и по (αj , uj) строится дуга (j, uj , j + 1)
при αj = +, или дугa (j + 1, uj , uj) в противном случае. Вершина 1
называется начальной. Пусть V ′ = (v1, . . . , vi) такое, что для каждо-
го t ∈ S отличного от s найдется, для котoрого ∆((s, t), v) = (S1,∅).

Тогда в графе R(V ′) =
1
∑

i=1
R(Vi) отождествляем все начальные вер-

шины и детерминизируем полученный граф. Легко видеть, что детер-
минизированный граф с выделенной начальной вершиной является
правильным ациклическим идентификатором состояния s эталона.
Поэтому вышеуказанное множество V ′ будем называть идентифика-
тором. Класс всех таких идентификаторов состояния эталона обозна-
чим через Is. Каждый идентификатор W из класса Is является мно-
жеством слов в алфавите {+,−} × U . Пусть W1 6 W2 означает, что
каждое слово из W1 является начальным отрезком некоторого слова
из W2. Это отношение является предпорядком и порождает эквива-
лентность ≡. Через K(W ) обозначим класс всех идентификаторов из
Is эквивалентных (по ≡) идентификатору W .

Идентификатор W назовем минимальным в Is, если для всехW ′ ∈
Is из W ′ 6 W следует W ′ ⊆W .

Теорема 1.11. Равносильны утверждения:

1) W — минимален в Is,6;

2) W — минимален в (K(W ),⊆) и K(W ) минимален в 〈Is/ ≡,6〉;

3) Множество W ′, полученное из W удалением хоть одного слова
или заменой хоть одного слова его собственным начальным
отрезком, идентификатором состояния s не является.

Из приведенных теорем следует, что кратность минимального
идентификатора не превосходит n− 1.

Оценим высоту минимальных идентификаторов.
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Теорема 1.12. Высота минимальных идентификаторов состоя-
ний, в общем случае, неограничена.

Эта теорема показывает, что множество минимальных идентифи-
каторов в общем случае бесконечно. В связи с этим представляет ин-
тереc задача его эффективного описания. Пусть V = {+,−}×X×Y .
Рассмотрим вначале один способ представления конечного множе-
ства слов в алфавите одним словом в специальном алфавите.

Обозначим через Z множество всех пар (i, v), где 1 6 i 6 n− 1 и
v ∈ V . Пусть W = {w1, . . . wk} и wj = vj1 . . . vjlj . Множеству W по-
ставим в соответствие слово z(W ) = (1, v1i)(2, v2i) . . . (k, vki)(1, v12) . . .
. . . (f, vjf ) в алфавите Z. Здесь g — наибольший номер слова из W ,
имеющего наибольшую длину f = max lj. Слово z(W ) назовем сверт-
кой множества W .

Рассмотрим преобразование χ, определенное следующим образом:
пусть (i, wi)(j, wj) — выражение, для которого wiwj ∈ V ∗ и 1 6 i,
j 6 n− 1, тогда

χ((i, wi)(j, wj)) =











(i, wi, wj), если i = j

(i, wi)(j, wj), если i < j

(j, wj)(i, wi), если j < i.

С помощью этого преобразования любое слово в алфавите Z мож-
но единственным образом представить в виде (i1, wi1) . . . (ik, wik), где
1 6 i1 < . . . < ik 6 n − 1, а wij слова в алфавите V . Таким обра-
зом, каждому слову в алфавите Z ставится в соответствие семейство
(wi1, . . . , wik) слов в алфавите V . Это семейство назовем разложением
слова z ∈ Z и обозначим его W (z).

Перейдем к конструктивному описанию минимальных идентифи-
каторов. Через Γ обозначим множество всех бинарных отношений
γ ⊆ {1, . . . , n} × S. Пусть теперь Γn — множество всех семейств
(γ1, . . . , γm), где m 6 n − 1 и γi ∈ Γ. Семейство (γ1, . . . , γm) назо-
вем определяющим, если существует и единственно такое l, 1 6 ln,
что γi(1) 6= ∅ для всех l 6 i 6 m. Семейство (γ1, . . . , γm) назо-
вем категоричным, если оно определяющее, но любое его собствен-
ное подсемейство определяющим не является. Произвольно зафик-
сируем взаимно однозначное отображение γ0 множества {1, . . . n}
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на S. Построим частичный конечный детерминированный акцептор
H(A) = (Γn, Z,∆H , (γ0), FH , у которого Γn — множество состояний,
Z — множество входных символов, (γ0) — начальное состояние, Fn —
множество представляющих состояний, ∆H — функция переходов.
Акцептор порождается по шагам из состояния (γ0) — по автомату A
следующим образом: 1)

∆H((γ0), (i, v)) =

{

(γi), при i = 1

не определено при i > 1.

Здесь (j, s) ∈ γ, при v = +(x, y), если δ(γ0(j), x) = s, λ(γ0(j), x) = y и
(j, s) ∈ γ1, при v = −(x, y), если δ(s, x) = γ0(j), λ(s, x) = y.

2) Пусть состояние (γ1, . . . , γm) достижимо из начального. Если
i > m+ 1, то ∆H((γ1, . . . , γm), (i, v)) — не определено. Функция пере-
ходов для состояния (γ1, . . . , γm) не определена также, если выполня-
ется хоть одно из следующих условий:
а) для некоторого j 6 m отношение γj — пусто,
б) семейство (γ1, . . . , γm) — определяющие.

В противном случае, при i 6 m+ 1

∆H((γ1, . . . , γm), (i, v))=

{

(γ1, . . . , γi−1, γ
′, γi+1, . . . , γm, при i6mj

(γ1, . . . , γm, γ
′

m+1), при i=m+1.

При этом, в случае i 6 m, (j, s) ∈ γ ′i при v = +(x, y), если
δ(γi(j), x) = s, λ(γi(j), x) = y, и (j, s) ∈ γ ′i при v = −(x, y), если
δ(s, x) ∈ γi(j), λ(s, x) = y. В случае i = m + 1 бинарное отношение
γ′m+1 вычисляется точно также как отношение γ1. Таким образом,
при i 6 m элемент γi заменяется элементом γ ′i, а при i = m+1 в семей-
стве (γ1, . . . , γm) добавляется элемент γ ′m+1. Поскольку i 6 n−1, то в
последнем случае m+1 6 n−1. Из конечности множеств Γn, V и нера-
венств вытекает конечность акцептора H(A). Состояние (γ1, . . . , γm)
будет представляющим (то есть принадлежность FH), если это се-
мейство категорично. Пусть Z̄ ⊆ Z∗ — событие, представленное в
акцепторе H(A).

Теорема 1.13. Если z̄ ∈ Z̄, то W (z̄) ∈ Is и является минимальным
идентификатором состояний эталона. Если W ∈ Is минимальный
идентификатор состояний эталона, то z̄(W ) ∈ Z̄.
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Таким образом, автомат H(A) эффективно описывает класс ми-
нимальных идентификаторов всех состояний автомата A. При этом
каждой нумерации слов из некоторого минимального идентификато-
ра W соответствует своя свертка и идентификатору W соответствует
множество таких слов из z̄, разложение которых равно W .

Следствие 1.14. Если слово z̄ принадлежит событию Z̄+, пред-
ставленному в автомате H+(A), то разложение W (z̄) является
минимальным из Is начальным идентификатором некоторого со-
стояния автомата A. Если W — минимальный начальный иденти-
фикатор из Is некоторого состояния автомата A, то свертка z̄(W )
принадлежит событию Z̄+.

Аналогично строится автоматH−(A), и аналогичное утверждение
устанавливает связь между событием Z̄− и минимальным конечным
идентификатором состояний автомата A. Событие Z̄+ ∪ Z̄− — ре-
гулярно и является эффективным описанием множества начальных
и минимальных конечных идентификаторов. Сложность автоматов
H(A),H+(A),H−(A) может значительно превосходить сложность ав-
томата A, поэтому представляет интерес разработка правил упроще-
ния этих автоматов без изменения событий, представленных в них.
Правила а)–б) при построении функции ∆H и являются такими упро-
щениями. Некоторые дополнительные правила упрощения акцептора
H+(A) рассмотрены в [4]. Там же приведен пример такого акцептора.

Рассмотрим теперь взаимосвязь между множествами идентифи-
каторов состояний автоматов, поведение которых в той или иной мере
подобно.

Пусть — A = (S,X, Y, δA, λA) и B = (T,X, Y, δB , λB) — конеч-
ные автоматы Мили, всюду определенные и детерминированные, но
необязательно приведенные. Тогда λAs является конечно-автоматным
отображением. Напомним некоторые определения. Состояния s ∈ S
и t ∈ T называются эквивалентными, если λAs = λBt. Автоматы A и
B называются эквивалентными (неотличимыми никаким эксперимен-
том), если {λAs}s∈S = {λBt}t∈T . Автомат A называется приведенным,
если из s1 6= s2 следует, что λAs1

6= λAs2
. Автоматы A,B назовем эк-

вивалентными по предыстории, если {φAs}s∈S = {φBt}t∈T . Автомат
A назовем приведенным по предыстории, если из s1 6= s2 следует,
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что φAsdφAs2
. Из определения следует, что если автомат A приве-

ден (приведен по предыстории), то для всех s множество начальных
(конечных) идентификаторов не пусто. Известно, что для каждого
автомата существует ему эквивалентный единственный приведенный
автомат. Если автомат A имеет преходящее состояние s, то он не
приведен по предыстории, так как φAs = ∅ и тем самым φAs1

⊆ φAs2

для всех t ∈ S. Если кроме этого A приведен, то любой B, (B,A) ∈ ε
имеет преходящие состояния и, следовательно, в классе ε(A) нет при-
веденных по предыстории автоматов.

Пусть ΦA =
⋃

s∈S
λAs. Автоматы A,B называются неотличимыми

никаким простым экспериментом, если ΦA = ΦB . Рассмотрим вза-
имосвязь между множествами простых конечных идентификаторов
состояний двух автоматов, неотличимых никаким простым экспери-
ментом.

Известно, что для каждого приведенного автомата A существует
простой установочный эксперимент, то есть существует такое слово
p, что для всех s1, s2 из равенства λA(s1, p) = λA(s2, p) следует ра-
венство δ(s1, p) = δ(s2, p). Поэтому вход-выходное слово (p, λA(s1, p))
в этом случае является простым конечным идентификатором состо-
яния δ(s, p).

Из определения конечных идентификаторов следует, что если
для некоторого состояния автомата существует (простой) конечный
идентификатор, то (простой) конечный идентификатор существует и
для всякого состояния достижимого из s. Таким образом, множество
состояний имеющих конечные идентификаторы образуют подавто-
мат. Этот подавтомат приведен по предыстории. Подавтомат, обра-
зованный всеми состояниями автомата, имеющими простой конечный
идентификатор, назовем конечным фактором автомата. Из вышеска-
занного следует, что конечный фактор приведенного автомата не пуст
и содержит все сильносвязные автoматы этого автомата. Из сказан-
ного вытекает

Следствие 1.15.

1) У всякого приведенного автомата существует приведенный по
предыстории подавтомат, содержащий конечный фактор это-
го автомата.
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2) Конечные факторы приведенных неотличимых автоматов
изоморфны.

3) Всякий сильносвязный приведенный автомат приведен по
предыстории.

Известной задачей, поставленной еще Муром [14], является зада-
ча нахождения минимального (по числу состояний) автомата неот-
личимого от данного. Приведенные рассуждения позволяют сформу-
лировать достаточное условие минимальности в классе неотличимых
автоматов. Если приведенный автомат совпадает со своим конечным
фактором, то он является единственным минимальным автоматом в
классе неотличимых автоматов. Из этого следствия вытекает извест-
ный результат Мура [14] о том, что приведенный сильносвязный ав-
томат является единственным минимальным в классе неотличимых
автоматов.

Пусть W ⊆ U ∗. Через [W ] обозначим пополнение множества слов
W начальными отрезками этих слов. Обозначим через KA множество
всех правильных простых конечных идентификаторов всех состояний
автомата A, то есть KA ⊆ ΦA.

Полученные результаты позволяют сформулировать критерий
неотличимости приведенных автоматов в терминах конечных иден-
тификаторов.

Следствие 1.16. Приведенные автоматы A и B неотличимы ника-
ким простым экспериментом тогда и только тогда, когда KA =KB.

Приведенность автоматов является существенным условием. Дей-
ствительно, легко привести пример неприводимого автомата, у кото-
рого множество простых конечных идентификаторов меньше, чем у
приведенного автомата, эквивалентного (а, значит, и неотличимого
никаким экспериментом) исходному.

Теорема 1.17. Приведенные автоматы неотличимы никаким (как
простым, так и кратным) экспериментом тогда и только тогда,
когда у них равны множества правильных начальных идентифика-
торов.
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В заключение раздела заметим, что ни начальные, ни конечные
идентификаторы состояний при гомоморфизме автоматов, в общем
случае, не сохраняются.

2. Представления автоматов фрагментами

Раздел посвящен изучению представлений автомата фрагментами
с заданной точностью.

Проблема представления автомата фрагментами рассматривается
с двух точек зрения. Первая — эксперименты с автоматами. Поста-
новка задачи в этом случае такова. Задан класс F автоматов, в ко-
тором выделен «исправный» автомат-эталон A. Остальные автоматы
из F называются «неисправностями» эталона. Кроме этого предъяв-
лен черный ящик B, о котором известно, что он принадлежит классу
A. Требуется найти такое множество P входных слов (тестовых по-
следовательностей), по реакции на которые автомата B можно опре-
делить: а) совпадает ли B с эталоном (контрольный эксперимент);
б) функции автомата B (распознающий эксперимент). В этом случае
тест P вместе с соответствующими реакциями автомата B являет-
ся искомым фрагментом поведения. Известен ряд работ, в которых
предложены различные алгоритмы построения вышеуказанных экс-
периментов и найдены оценки их сложности [3–7]. В последнее время
появился ряд неклассических видов экспериментов с более сложны-
ми степенями точности, определяемыми приложениями (сертифика-
цией протоколов в сетях ЭВМ [27–28], тестированием компонетны
сети автоматов [29] и т. п. Вторая точка зрения связана с описани-
ем исходного задания автомата при его синтезе. При этом автомат
задается в виде системы вход-выходных слов, которая представляет
информацию двоякого вида: то, что должен реализовывать автомат
(предписанное поведение) и то, что автомат не должен реализовы-
вать (запрещенное поведение) [30–31]. При этом класс F, которому
принадлежит автомат, как правило, предполагается, что это разби-
ение, в каждом классе которого ровно один автомат из F. Известен
ряд вариантов такого описания: анкетные языки [30], k-наборы [20],
языки эквивалентных преобразований [31]. Предложены алгоритмы
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получения таких описаний по заданному автомату и алгоритмы син-
теза автомата по заданным описаниям.

Оба этих подхода естественно сливаются в формирующемся на-
правлении «Формальные методы анализа свойств систем», объединя-
ющем проблемы спецификации, анализа, верификации и тестирова-
ния программно-аппаратных дискретных систем.

Анализ полученных результатов показывает, что до сих пор мало
изученными являются следующие вопросы:

1) Какова та граничная информация об автомате и классе, отно-
сительно которого описывается автомат, при которой вышеука-
занное описание того или иного вида (эксперимент, анкетный
язык) существует, а без которой не существует.

2) Какова структура вышеуказанного описания автомата, что обя-
зательно должно присутствовать в описании, а что является
издержками алгоритма его получения.

3) Какова сложность описаний, сложность их построения и слож-
ность восстановления автомата по его описанию.

Эти вопросы являются актуальными не только для теории авто-
матов, но и для смежных дисциплин, таких как техническая диагно-
стика [32, 33], идентификация систем управления [34] и др.

Введем необходимые определения. Пусть F — некоторый класс ко-
нечных детерминированных всюду определенных автоматов, то есть
F ⊆ A(X,Y ). Пусть A = (S,X, Y, δ, λ) некоторый автомат, называ-
емый эталоном. Пусть также τ — бинарное отношение подобия на
классе A(X,Y ). Если (A,B) ∈ τ , то автомат B назовем подобным
эталону. Обычно A ∈ F.

Пусть R,Q — возможно бесконечные автоматы Медведева в ал-
фавите 2U , где U = X × Y . Пару < R,Q > назовем представлением
эталона A относительно F с точностью τ , если одновременно выполня-
ются следующие условия: 1. R является фрагментом, а Q — кофраг-
ментом эталона; 2. Для любого B ∈ F, если R является фрагментом,
а Q — кофрагментом автомата B, то B ∈ τ(A).

Класс всех представлений эталона относительно A и τ обозначим
R(A,F, τ). Представление назовем текстуальным в случае, когда Q
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пусто, и информаторным в противном случае. Класс всех текстуаль-
ных представлений обозначим RT (A,F, τ).

Из определения представлений эталона следует, что (R,Q) ∈
R(A,F, τ) точно тогда, когда одновременно выполняются условия:

1) A ∈ A(R,Q) ∩ F;

2) A(R,Q) ∩ F ⊆ τ(A).

Пусть Q =
∑

Qi, i ∈ I — разложение кофрагмента в прямую
сумму его F компонент связности. Тогда эти условия равносильны
соотношениям:

1) A ∈ F ∩ A(R) ∩ (
⋂

i
Ā(Qi));

2) (F ∩ A(R) ∩ (
⋂

i
Ā(Qi)) ⊆ τ(A).

Здесь Ā(Qi) — дополнение класса A(Qi) до A(X,Y ).
Если выходной алфавит Y содержит только один символ, то

A(X,Y ) = {A} и класс представлений совпадает с классом всех фраг-
ментов эталона. Поэтому в дальнейшем, если не оговорено противное,
считаем, что |Y | > 2.

Рассмотрим примеры представлений.

1. Пусть F состоит из всех автоматов с числом состояний, не пре-
восходящим числа состояний эталона, то есть как говорят в техни-
ческой диагностике «неисправность не увеличивает числа состояний
автомата» [33]. Пусть отношение τ является отношением равенства
(изоморфизма) автоматов. Пусть p — контрольная в смысле Хенни
[35] последовательность для A. Это значит, что если исследуемый
«черный ящик» B, принадлежащий F, отреагировал на слово p сло-
вом q, для которого (p, q) может быть порождено эталоном, то A = B.
Тогда строчный автомат R(p, q) является представлением.

Следуя [35], можно выбрать F равным классу всех автоматов, чис-
ло состояний которых не превосходит удвоенного числа состояний
эталона и считать, что B подобен A, если A ⊆ B, то есть если B яв-
ляется реализацией A. Такое τ соответствует проверке работоспособ-
ности автомата [33], и в этом случае, для контрольного эксперимента
(p, q) автомат R(p, q) является представлением.
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2. В [36] рассматривается проблема контроля (обнаружения) неис-
правностей, если классом F является класс всех автоматов, число со-
стояний которых не превосходит заданного натурального числа. Этот
класс содержит в себе большинство естественно определяемых клас-
сов неисправностей. Предложен алгоритм построения такого множе-
ства P = {pi}, 1 6 i 6 входных слов, что если «черный ящик» B в со-
стоянии t порождает эксперимент Q = {pi, qi}, для которого Q ⊆ λAs,
то λAs = λBt. Таким образом, древовидный фрагмент D(Q), получен-
ный из

∑

i
R(pi, qi), является представлением эталона относительно

вышеуказанного F и τ , определяемого соотношением (A,B) ∈ τ , если
λAs = λBt, где s и t начальные состояния автоматов.

В силу сказанного, можно считать, что кратные и простые кон-
трольные эксперименты являются частным видом представлений.
Аналогичные рассуждения можно провести для распознающих экс-
периментов [3–8] и анкетных языков [30].

3. Рассмотрим k-набор, являющийся конечным множеством вход-
выходных слов вида (p, q) = (x1, y1) . . . (xi, yi)∗(xi−1, yi−1) . . . (xk, yk) и
описывающий сильносвязные автоматы с точностью до τ = ν1. Звез-
дочка показывает, что начальный отрезок слова (p, q), стоящий слева
от нее, оканчивается в том же состоянии автомата, в котором окан-
чивается все слово. Если по слову (p, q) построить R (p, q) и отож-
дествить в нем состояния l + 1 и k + 1 и провести такое построение
для каждого слова из k-набора, то получим представление R силь-
носвязного эталона A, относительно бесконечного класса сильносвяз-
ных автоматов.

4. В [4] предложена методика анализа вход-выходных слов с помо-
щью идентификаторов состояний. В результате этого анализа полу-
чается так называемый предельный автомат, который в случае, если
анализировался контрольный или распознающий эксперимент, явля-
ется представлением автомата A относительно заданных F и τ .

5. В [37] рассмотрен случай, возникающий при сертификации про-
токолов [28] и контроле компоненты сети автоматов [29], когда класс
A исправных автоматов задан в виде класса реализаций недетермини-
рованного автомата A, а неисправных B — в виде класса реализаций
недетерминированного автомата B. В этой работе строится экспери-
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мент, определяющий, является ли «черный ящик» реализацией ав-
томата A или реализацией автомата B. В процессе проведения этого
эксперимента получается множество W вход-выходных слов, порож-
денных «черным ящиком». Автомат R(W ) является текстуальным
представлением «черного ящика», а точность определяется разбие-
нием {A,B}. Заметим, что в этом случае эти классы могут быть как
конечными так и бесконечными.

Рассмотренные примеры показывают важность и актуальность
исследования проблемы представления фрагментами. В [6, 22] зало-
жены основы такого исследования. В данном разделе изложен ряд его
основных моментов: условия существования представлений различ-
ного вида при различных предположениях на свойства эталона, клас-
са F и точности представления τ ; изучение структуры представлений
в случае, когда представлением является только фрагмент R этало-
на; сложность представлений, как метрическая, так и их распознава-
ния. Эти задачи рассматривались в первую очередь для определенно-
диагностируемых порядка k автоматов. Такие автоматы интенсивно
изучались в теории экспериментов с автоматами [4, 6, 12, 15, 16] и
часто встречаются в прикладных исследованиях. В разделе приве-
дены необходимые и достаточные условия, при которых фрагмент
является представлением определенно диагностируемого порядка 1
эталона относительно класса Fn всех автоматов с числом состояний,
не превосходящим число n состояний эталона. Для случая τ = ε
(то есть изоморфизма автоматов) описана структура минимальных
представлений. Получены необходимые и достаточные условия быть
представлением такого же эталона относительно класса автоматов,
порожденных из эталона локальными преобразованиями последнего,
и τ , равного отношению неотличимости различного вида. И, нако-
нец, найден критерий, при котором вход-выходное слово является
контрольным экспериментом для определенно диагностируемого по-
рядка k, 1 6 k 6 11 эталона относительно Fn и τ = ε.

2.1. Условия существования представлений

1. Укажем простейшие свойства представлений, полезные в даль-
нейшем. Пусть дана система 〈A,F, τ〉 и пара (R,G), для которой вы-
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полняется условие 1 представлений, то есть R — фрагмент и Q —
кофрагмент эталона A. По кофрагменту Q определим класс авто-
матов FQ по правилам: B ∈ FQ, если существует автомат C ∈ F,
для которого B является компонентой связности, и существует ком-
понента связности H кофрагмента Q, для которой H∞B. Через BQ

обозначим возможно бесконечный автомат, являющийся прямой сум-
мой всех автоматов из FQ. По классу F определим класс B правилом:
B ∈ B, если существует C ∈ F, для которого B является его компо-
нентой связности и B ≺ A. По классу B определим, возможно беско-
нечный, автомат Bmax, являющийся прямой суммой всех автоматов
из B.

Можно показать, что в классе K(R) всех фрагментов, эквива-
лентных по ≡ фрагменту R, либо все элементы из K(R) являются
текстуальными представлениями, либо ни один из них. Выше было
показано, что ядро конечного фрагмента R является наименьшим (по
включению ⊆) элементом в классе K(R). Текстуальное представле-
ние, совпадающее со своим ядром, назовем ядерным. Ядерным пред-
ставлением является сам эталон, ядерными представлениями явля-
ются контрольные эксперименты (древовидные представления).

Рассмотрим условия существования представлений общего вида.

Пусть s — некоторое состояние эталона, λk
s — множество всех

вход-выходных слов длины не большей k, порождаемых s и D(λk
s) —

древовидный фрагмент, соответствующий этому множеству. Пусть
Dk

A =
∑

D(λk
s) — это прямая сумма всех D(λk

s), s ∈ S. Пусть так-
же D̄k

A — прямая сумма всех тех D(λk), для которых λ — конечно-
автоматное отображение, λk не реализуется ни одним состоянием эта-
лона, λ ⊆ U ∗. Через ε обозначим отношение эквивалентности авто-
матов из A(U). Пусть n = |S| — число состояний эталона.

Теорема 2.1. Равносильны утверждения:

1) Представление эталона A относительно F и τ существует;

2) Класс всех представлений для A,F, τ бесконечен;

3) 〈A,Bmax〉 является представлением;

4) ε(A) ∩ F ⊆ τ(A);

5) (Dk
A, D̄

k
A) является представлением при k > n.
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Теорема характеризует существование представлений с разных
точек зрения. Утверждение 4 определяет максимальную точность
τ , для которой представления существуют. Она равна ε и так как
F ⊆ A(X,Y ), то представления общего вида могут определить ав-
томат с точностью до изоморфизма (поскольку ε(A) = A). Кроме
этого, это утверждение показывает, что для рефлексивных τ пред-
ставления общего вида всегда существуют для всех классов F и этало-
нов A ∈ F. Утверждения 3 и 5 указывают канонические в некотором
смысле представления. Представление из утверждения 5 конечно и
состоит из двух правильных фрагментов.

Далее будет приведен ряд теорем существования различных пред-
ставлений, аналогичных теореме 2.1. В них проверка существования
представлений сводится к проверке, является ли некоторая канони-
ческая система представлением, или к проверке включения в класс
τ(A) некоторого класса автоматов, неотличимых от эталона соответ-
ствующим образом. Они определяют также для каждого вида пред-
ставлений максимальную точность представления эталона системой
фрагмент — кофрагмент.

Рассмотрим условия существования текстуальных представлений
общего вида. Текстуальное представление назовем правильным, если
оно конечно и является непосредственным фрагментом эталона.

Введем отношение γri неотличимости автоматов из A(U) экспери-
ментами ограниченной высоты и кратности: (A,B) ∈ γri, если всякий
эксперимент автомата A кратности не большей r и высоты не боль-
шей i является экспериментом автомата A. Ясно, что ρri = γri ∩ γ

−1
ri .

Пусть (A,B) ∈ γ, если всякий эксперимент автомата A является
экспериментом автомата B. Ясно, что последнее соотношение равно-
сильно включению {λsAs}s∈S ⊆ {λtBt}t∈T , где T — множество состо-
яний автомата B и γ = ∩γri, где пересечение выполняется по всем r,
i > 1. Очевидно, что ε = γ ∩ γ−1.

Теорема 2.2. Равносильны утверждения:

1) Текстуальное представление относительно F и τ существует;

2) Класс всех текстуальных представлений для A,F, τ бесконе-
чен;
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3) Класс всех текстуальных правильных ядерных представлений
бесконечен;

4) Эталон A является представлением для A,F, τ ;

5) γ(A) ∩ F ⊆ τ(A).

Теорема 2.2 показывает, что текстуальные представления, в об-
щем случае, определяют автомат с точностью, не большей чем γ, то
есть с точностью до реализации эталона или, в технических терминах
[33], с точностью до работоспособности эталона. Таким образом, как
следовало ожидать, информаторные представления являются более
точными дескрипторами автомата, чем текстуальные.

Текстуальное представление R назовем тривиальным, если суще-
ствует всюду определенный автомат B ⊆ R, эквивалентный эталону,
то есть B ∈ ε(A). Тривиальное представление явно содержит в се-
бе полное «глобальное» описание эталона. Контрольные эксперимен-
ты являются нетривиальными представлениями. Легко видеть, что
класс тривиальных и класс нетривиальных представлений замкнуты
по ≡ операции сложения и поэтому бесконечны. Кроме этого в клас-
се эквивалентных по представлению либо все трививальны, либо все
нетривиальны.

Рассмотрим непустой класс RT (A,F, τ). В силу теоремы 2.2 в нем
всегда существуют тривиальные представления, например, сам эта-
лон.DA =

∑

s∈S
D(λs) является бесконечным нетривиальным непосред-

ственным представлением. Если класс F конечен и N верхняя оценка
числа состояний автоматов этого класса, то D2N−1

A является нетри-
виальным конечным непосредственным, то есть правильным, пред-
ставлением в силу известных результатов Мура [7, 14]. Однако для
бесконечных классов F правильные нетривиальные представления в
RT (A,F, τ) существуют не всегда.

Класс F назовем замкнутым по γ, если для всех B ∈ F γ(B) ⊆ F.
Ясно, что при |Y | > 1 непустой замкнутый по γ класс F бесконечен.

Теорема 2.3. Пусть эталон A сильносвязен, класс F не пуст и за-
мкнут по γ и не равен τ(A). Тогда в непустом классе RT (A,F, τ) все
правильные представления тривиальны.
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Из теоремы 2.3 следует, что для сильносвязных эталонов не суще-
ствует правильных текстуальных нетривиальных представлений для
A(U) и |Y | > 1.

Рассмотрим условия существования правильных текстуальных
нетривиальных представлений. Важным частным случаем таких
представлений являются древовидные представления, у которых
каждая компонента связности является деревом.

Пусть χk =
⋂

γrk, где объединение выполняется по всем r > 1.
Ясно, что εk = χk ∩χ

−1
k . Поскольку автоматы из A(U) приведены, то

(A,B) ∈ χk равносильно включению Lk
A ⊆ Lk

B.

Теорема 2.4. Эквивалентны следующие утверждения:

1) Правильные древовидные текстуальные представления для
A,F, τ существуют;

2) Dk
A является таковым для некоторого k;

3) χk(A) ∩ F ⊆ τ(A) для некоторого k.

Важным частным случаем является случай, когда автоматы из
F не сравнимы по γ, то есть γ(B) = B для всех B ∈ F. Примером
является класс F, все автоматы которого сильносвязны. Как показа-
но ранее в этом случае текстуальные представления существуют для
всех A ∈ F и τ . Наибольшая точность при этом равна ε. В случае
этой точности непосредственно из теоремы 2.4 вытекает

Следствие 2.5. Равносильны утверждения:

1) RT (A,F, ε) класс содержит правильные древовидные представ-
ления;

2) Dk
A входит в этот класс для некоторых k;

3) εk(A) ∩ F = A для некоторых k;

4) множество εk(A) ∩ F конечно для некоторых k.

В силу важности древовидных текстуальных представлений
(включающих в себя, например, контрольные эксперименты) в [6]
класс F, для которого выполняется утверждение 3 теоремы 2.4, на-
зван классом F, отличимым от A по τ . Hаименьшее k, для которого
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выполняется вышеуказанное утверждение называется порядком от-
личимости. Такие классы могут быть как конечными, так и бесконеч-
ными. Всякий конечный класс F, для которого существует текстуаль-
ное представление эталона A относительно F и τ , является классом,
отличимым от A по τ .

Рассмотрим условия существования минимальных представле-
ний.

Правильное текстуальное представление R ∈ RT (A,F, τ) назовем
минимальным (по 6), если для всех правильных текстуальных пред-
ставлений из RT (A,F, τ) неравенство Q 6 R влечет R ⊆ Q. Такое
определение связано с тем, что отношение 6 в общем случае являет-
ся предпорядком.

Следствие 2.6.

1) Если F отличим от A по τ , то в RT (A,F, τ) существуют пра-
вильные минимальные представления.

2) Если в RT (A,F, τ) все правильные представления тривиальны,
то в этом классе минимальных представлений нет.

Рассмотрим автономные автоматы, то есть случай |X| = 1.

Следствие 2.7. Для автономных автоматов и сильносвязного
эталона равносильны утверждения:

1) F отличим от A по τ ;

2) В классе RT (A,F, τ) существуют правильные минимальные
представления.

Рассмотрим частный вид представлений — анкетные языки. Пусть
U = X × Y и Z = 2U . Пусть также W1,W2 ⊆ Z∗. Систему (W1,W2)
назовем анкетным языком для эталона A относительно F и τ , если
(R(W1), R(W2)) является представлением эталона относительно F и τ .
Поскольку слову w ∈ Z∗ взаимно однозначно соответствует строчный
автомат R(w), то используя вольность речи наряду с R(W1) ⊆ R(W2)
будем писать W1∞W2.
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Будем различать текстуальные (при W2 = ∅) и информаторные
анкетные языки. Текстуальный правильный анкетный язык, состо-
ящий из одного слова называется (простым) контрольным экспери-
ментом.

Рассмотрим условия существования анкетных языков. Полагаем

γ1 =
∞
⋂

i=1
γ1i. Ясно, что (A,B) ∈ γ1 равносильно ΦA ⊆ ΦB и что γ1 ∩

γ−1
1 = ν1.

Теорема 2.8. Равносильны утверждения:

1) Анкетный язык для эталона относительно F и τ существует;

2) (ΦA, Φ̄A) является анкетным языком для A,F, τ ;

3) ν1(A) ∩ F ⊆ τ(A).

Теорема 2.9. Равносильны утверждения:

1) Текстуальный анкетный язык для A относительно F и τ су-
ществует;

2) ΦA является анкетным языком;

3) γ1(A) ∩ F ⊆ τ(A).

Теорема 2.10. Равносильны утверждения:

1) Конечный анкетный язык для эталона A относительно F и τ
существует;

2) (Φk
A, Φ̄

k
A) является анкетным языком для некоторого k;

3) ρ1k(A) ∩ F ⊆ τ(A) для некоторого k;

Напомним, что Φk
A =

⋃

λk
As, где объединение выполняется по всем

s ∈ S, а Φ̄k
A = Uk − Φk

A.

Теорема 2.11. Равносильны утверждения:

1) Конечный текстуальный анкетный язык для эталона A отно-
сительно F и τ существует;

2) Φk
A является таким анкетным языком для некоторого k;

3) γ1k(A) ∩ F ⊆ τ(A).
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Отметим важный случай, когда F = A(X,Y ) и τ = ν1. Из теоре-
мы 2.8 следует, что в этом случае бесконечный анкетный язык всегда
существует, причем он задан двумя регулярными по Клини множе-
ствами слов (ΦA, Φ̄A). Легко показать, что конечные анкетные языки
сущестствуют не для всех эталонов A. Автомат A называется автома-
том с конечной памятью, если существует такое k, что каждое вход-
выходное слово w ∈ ΦA длины k является для A конечным иденти-
фикатором его состояний. Наименьшее такое k называется порядком
конечной памяти. В [6] показано, что имеет место следующая

Теорема 2.12. Равносильны утверждения:

1) Правильный анкетный язык для эталона A относительно
A(U) и ν1 существует;

2) Эталон A является автоматом с конечной памятью;

3) ρ1k = ν1 для некоторого k.

Из доказательства теоремы следует, что (Φk
A, Φ̄

k
A) является ан-

кетным языком для эталона A, являющегося автоматом с конечной
памятью, относительно A(U) и ν1 для всех k не меньших порядка
конечной памяти.

Заметим, что система (A,A(U), ν1) удовлетворяет условиям теоре-
мы 2.4 и из нее следует, что все правильные текстуальные представле-
ния для этой системы тривиальны. Это показывает принципиальное
различие между текстуальными и информаторными представления-
ми.

2.2. Представления относительно N-полных классов

Класс A назовем N -полным, если он состоит из всех автоматов,
входящих в A(X,Y ), число состояний которых не превосходит N .
N -полный класс будет обозначаться через FN . N -полные классы яв-
ляются наиболее часто рассматриваемыми классами неисправностей
в теории экспериментов с автоматами и технической диагностике, так
как они содержат в себе большинство естественно определяемых (со-
держательных) классов неисправностей в теории автоматов [3–8, 12,
14–16] и в технической диагностике [32–33].
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Для оценки сложности правильных текстуальных представлений
относительно FN и τ введем ряд параметров. Через nR обозначим
число состояний автомата R. Через nτ обозначим наименьшее чис-
ло состояний автоматов, подобных A. Ясно, что nτ 6 nA. Через Yτ

обозначим множество всех выходных символов, которые порожда-
ются подобными автоматами. Как и ранее, m обозначает мощность
алфавита X. Будем рассматривать A,FN , τ , для которых правильные
текстуальные представления существуют.

Теорема 2.13. Для правильного текстуального представления R
относительно FN и τ при Y 6= Yτ выполняются следующие условия:

1) Если nA 6 N , то для всех гомоморфизмов ϕ автомата R в A
ϕ(R) = A.

2) Для всех гомоморфизмов ϕ автомата R в A число состояний
ϕ(R) не меньше N при nA > N и равно nA в противном случае.

3) nR > N , если R нетривиально, и nR > nA в противном случае.

4) Число дуг в графе R не меньше N , если N < nA, а R нетриви-
ально, и не меньше mnA в противном случае.

Легко показать, что оценки в условиях 3 и 4 достижимы для всех
m и nA.

В случае Y = Yτ дело обстоит сложнее: доопределение автома-
та ϕ(R) может привести к автомату, подобному эталону. Рассмотрим
случай, когда R — правильное текстуальное представление относи-
тельно N -полного класса Fn и N < nA. Пусть ϕ — гомоморфизм
автомата R в эталон. Покажем, что если число n состояний автомата
ϕ(R) меньше N , то n > nτ . Предположим, что n < N и n < nτ . Ес-
ли автомат ϕ(R) всюду определен, то R 6 ϕ(R) влечет ϕ(R) /∈ τ(A)
и R не представление. Если автомат ϕ(R) частичный, то его можно
доопределить до полного с тем же числом состояний.

Приведенная форма B полученного автомата обладает свойства-
ми: R 6 B, nB 6 n < nτ , B ∈ FN , поэтому R не представление.

Условие 1 теоремы 2.13 указывает случай, когда представление
должно содержать полную локальную информацию о поведении эта-
лона — содержать все его дуги.
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Рассмотрим свойства представлений относительно n-полного
класса, где n = nA. Этот класс конечен, значит, отличим от A и любо-
го τ . Как показано ранее, древовидное представление существует для
всех τ . Более того, для всех τ существует правильное древовидное
текстуальное представление. Его можно построить, например, срав-
нением эталона с каждым автоматом из Fn. Заметим, что на классе Fn

отношение γ совпадает с и так как автоматы из этого класса приве-
дены, то совпадает с отношением изоморфного вложения автоматов.
Точность ⊆ наиболее изучена в теории автоматов и ее приложениях.

Рассмотрим следующее преобразование эталона A. Выберем в нем
некоторую дугу (a, x, y, b). Заменим ее дугой (a, x, y, g), где g 6= a
и g ∈ SA. Будем говорить, что новый автомат получен из эталона
переброской дуги (a, x, y, b) в состояние g.

Лемма 2.14. Автомат, полученный переброской любой дуги этало-
на, не изоморфен эталону.

Лемма 2.14 играет важную самостоятельную роль, так как при
доказательстве того, что фрагмент не является представлением, ис-
пользуется такая схема: пусть R — правильный фрагмент A и из A
переброской некоторой дуги получен неизоморфный ему B; если уда-
ется показать, что R — фрагмент B, то относительно данных A и τ
фрагмент R текстуальным представлением не является.

Поскольку мощность класса Fn сильно растет с ростом n, то часто
вместо этого класса рассматривают так называемые его доминирую-
щие подклассы. Подкласс F′ класса F называется доминирующим над
F (относительно F и τ), если всякое правильное представление эта-
лона A относительно F′ и τ будет представлением относительно F и
τ . Этот подкласс назовем слабо доминирующим, если всякое тексту-
альное правильное представление эталона относительно F′ и τ будет
таковым и относительнo F и τ .

Пусть A1 = {B |B ∈ Fn, Φ1
A = Φ1

B , или, другими словами, A1 =
ρ11(A) ∩ Fn.

Теорема 2.15. Класс A1 является слабо доминирующим для Fn от-
носительно любого A с nA = n и γ.



396 В. Б. Кудрявцев, И. С. Грунский, В. А. Козловский

Рассмотрим условия существования представлений частного ви-
да — анкетных языков для n-полного класса и произвольного τ .
Класс Fn конечен, поэтому проверка существования и построение
анкетного языка осуществляется следующим тривиальным алгорит-
мом. Для всякого автомата B ∈ Fn − τ(A) строится акцептор 2B ,
представляющий множество ΦB. Этот акцептор имеет не более 2n

состояний. Затем строится акцептор 2A × 2B с числом состояний не
более 22n, представляющий событие ΦA ⊕ΦB, где ⊕ — операция сим-
метрической разности множеств. Выберем слово w ∈ ΦA ⊕ ΦB , если
оно существует. Множество всех таких слов образует анкетный язык.
Если он существует, то длина слов в нем не превосходит 22n − 1.
Поскольку мощность nA-полного класса сильно растет с ростом nA,
представляет интерес нахождение таких условий существования ан-
кетного языка, проверка которых осуществляется только по инфор-
мации об эталоне.

Пусть τ = ν1. Распознавание автоматов с этой точностью при-
меняется, например, при контроле протоколов в сети ЭВМ [27–28].
По показанному ранее, конечный анкетный язык всегда существу-
ет. Рассмотрим условия существования текстуальных анкетных язы-
ков, так как именно они получаются в процессе экспериментирова-
ния с автоматом. Пусть n(ΦA) = min{nB | (A,B) ∈ ν1}. Будем гово-
рить, что множество ΦA пополняемо с возрастанием, если для всех
B ∈ A(X,Y ) из строгого включения ΦA ⊂ ΦB, следует строгое нера-
венство: n(ΦA) < n(ΦB). Автомат называется минимальным в классе
ν1(A), если n = n(ΦA). Через L(A,A, τ) и F(A,A, τ) обозначим клас-
сы всех анкетных и конечных анкетных языков соответственно. Че-
рез LT (A,A, τ) и FT (A,A, τ) обозначим классы всех текстуальных и
конечных текстуальных языков.

Рассмотрим случай τ = ι.

Теорема 2.16.

1) F (A,Fn, ι) не пуст тогда и только тогда, когда A является
единственным минимальным в ν1(A);

2) F (A,Fn, ι) не пуст тогда и только тогда, когда A является
единственным минимальным в ν1(A) и ΦA пополняемо с воз-
растанием.
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Известно [14], что приведенный сильносвязный автомат является
единственным минимальным в ν1(A), и для него F (A,Fn, ι) всегда не
пуст. Условия, при которых эталон A является единственным мини-
мальным в классе ν1(A) изучалась в [6].

Рассмотрим условия, при которых ΦA пополняемо с возрастани-
ем. Автомат A называется определенно-диагностируемым, если су-
ществует такое k, что каждое вход-выходное слово w ∈ ΦA длины
k является для A начальным идентификатором его состояний. Наи-
меньшее такое k называется порядком диагностируемости. Если A
определенно-диагностируем, то он является автоматом с конечной
памятью.

Лемма 2.17. Если A — сильносвязен или определенно диагностиру-
ем, то ΦA пополняемо с возрастанием.

Из утверждений 2.16, 2.17 вытекает

Следствие 2.18.

1) Для сильносвязного эталона класс FT (A,Fn, ι) всегда не пуст;

2) Для определенно диагностируемого эталона класс FT (A,Fn, ι)
не пуст тогда и только тогда, когда A единственный мини-
мальный автомат в классе ν1(A).

2.3. Структура представлений

Целью данного раздела является изучение структуры текстуаль-
ных правильных представлений с точки зрения наличия и располо-
жения в них идентификаторов состояний эталона. При этом в разделе
рассматриваются только правильные фрагменты, то есть конечные,
детерминированные, в общем случае частичные автоматы во внеш-
нем алфавите U = X × Y .

Использование идентификаторов состояний таких как диагности-
ческие и установочные эксперименты при построении контрольных и
распознающих экспериментов проводилось с самого начала развития
теории экспериментов в работах Мура, Гилла, Хенни, Василевско-
го и др. [3, 7, 12, 14, 15, 16, 35, 36]. При этом идентификаторы со-
стояний эталона специальным образом помещаются в контрольные и
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диагностические эксперименты и тем самым эти эксперименты тоже
являются идентификаторами состояний эталона.

В [6] показано, что имеет место следующее

Утверждение 2.19. Для всякого класса F, отличимого от эталона
A по τ , существует такое древовидное представление для (A,F, τ),
которое, при соответствующем выделении его состояний, является
идентификатором каждого состояния эталона.

Следующие результаты показывают, насколько идентификаторы
полезны и необходимы при построении представлений для (A,F, τ).

Пусть задан некоторый автомат B. Фрагмент R, R 6 B с выде-
ленным состоянием t называется идентификатором состояния s этого
автомата, если для любого гомоморфизма ϕ фрагмента R в B выпол-
няется равенство ϕ(t) = s. На множестве JB всех идентификаторов
состояний автомата B введем отношение совместимости σB : два иден-
тификатора совместимы, то есть принадлежат σB, если они являются
идентификаторами одного и того же состояния автомата B. Ясно, что
σB является эквивалентностью на множестве JB .

Пусть задан некоторый класс F ∈ A(U) и эталон A ∈ A(U). Пусть
R — некоторый (правильный) фрагмент эталона. Идентификатор I
состояний эталона назовем верифицированным в фрагменте R, ес-
ли I является идентификатором состояний каждого автомата B ∈ F,
для некоторого R 6 B. Через JR обозначим класс всех верифициро-
ванных в R идентификаторов состояний эталона, а через σR — от-
ношение совместимости на JR, причем (I1, I2) ∈ σR, если для всех
автоматов B ∈ F (I1, I2) ∈ σB . Очевидно, что σR эквивалентность на
JR. Система (J, σ), где J ⊆ JR и σ — некоторая эквивалентность на J ,
для которой σ ⊆ σR, будет называться верифицированной в R систе-
мой идентификаторов. Эквивалентность σ, содержащая только пары
(I, I), где I ∈ J , называется диагональю и является наименьшей по
включению эквивалентностью на J . Иногда диагональ σ будем назы-
вать пустым отношением совместимости идентификаторов, так как
такое σ не содержит информации о совместимости разных иденти-
фикаторов из J .

Пусть (J, σ) — некоторая верифицированная в R система иденти-
фикаторов состояний. Эта система определяет на множестве T состо-
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яний фрагмента R отношение β: (t1, t2) ∈ β, если найдется такая пара
идентификаторов состояний (I1, I2) ∈ σR, для которых ti — это выде-
ленное состояние идентификатора состояний, i = 1, 2 и Ii 6 R. Други-
ми словами, (t1, t2) ∈ β, если в R содержатся идентификаторы состо-
яний ti, и гомоморфные прообразы этих идентификаторов совмести-
мы по σR. Отношение β является рефлексивным и симметричным.
Наименьшая (по включению) эквивалентность, для которой β ⊆ α
называется транзитивным замыканием β. Конгруэнтное замыкание
α однозначно определяет фрагмент R1, для которого R 6 R1 по сле-
дующему правилу. Отождествляем состояния фрагмента R, принад-
лежащие одному классу эквивалентности α. Получим в общем случае
недетерминированный частичный автомат R′, у которого множество
состояний равно T/α. Пусть (t1, t2) ∈ α. По определению верифици-
рованной системы 〈J, σ〉, это означает, что для любого гомоморфизма
ϕ фрагмента R в эталон выполняется равенство ϕ(t1) = ϕ(t2). Следо-
вательно λRt1 ∪ λRt2 ⊆ λAs, где ϕ(t1) = s. Проведем детерминизацию
автомата R′: если в нем содержатся дуги (t, x, y1, t1) и (t, x, y2, t2),
где t1 6= t2, то в силу последнего включения y1 = y2 и состояния
t1, t2 отождествляем. Проводя такое отождествление до тех пор, пока
это возможно, получим, в силу сказанного, частичный детерминиро-
ванный автомат R1, для которого R 6 R1. На множестве состояний
автомата R1 опять определяем отношение α, затем строим R1 и, де-
терминизируя его, получим R2. Проводя такие построения, получим
последовательность автоматов R 6 R1 6 R2 6 . . . 6 Ri 6 . . .. По
построению все Ri являются фрагментами эталона и число состоя-
ний автомата Ri не меньше числа состояний автомата Ri+1. Поэтому
найдется такое i, что Ri = Ri+1. В этом случае отношение α на со-
стояниях автомата R является тривиальным, то есть (t1, t2) ∈ α, если
t1 = t2. Автомат Ri в этом случае назовем замыканием автомата R
по верифицированной системе (J, σ) идентификаторов состояний.

Пусть Q — замыкание фрагмента R по некоторой верифициро-
ванной системе (J, σ). Процедура построения Q однозначно опре-
деляет канонический гомоморфизм ϕ автомата R на Q, для кото-
рого ϕ(R) = Q. Ядро гомоморфизма ϕ — это такая конгруэнт-
ность α, что R/α = Q. Из неравенства R 6 Q следует включение
A(R) ⊇ A(Q). Легко показать, что обратное включение не имеет ме-
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ста. Пусть F (R) = A(R) ∩ F. Покажем, что F (R) ⊆ F (Q). Пусть
B ∈ F (R). Тогда R 6 B. Если состояния t1, t2 отождествляются при
переходе от фрагмента R и R′, то из σR ⊆ αB следует, что для лю-
бого гомоморфизма ϕ автомата R в B ϕ(t1) = ϕ(t2). Поэтому детер-
минизация автомата R′ дает автомат R1, для которого R 6 R1 6 B
и F (Ri) ⊆ F (R1). Аналогично показывается, что F (Ri) ⊆ F (Ri+1).
Следовательно F (R) ⊆ F (Q). Из сказанного вытекает утверждение.

Лемма 2.20. Для любой верифицированной системы (J, σ) фраг-
мента R класс F (R) совпадает с классом F (Q), где Q — это за-
мыкание фрагмента R по этой cистеме.

Из этой леммы очевидно следуют полезные утверждения. Пусть
задана тройка (A,F, τ), Ri — правильные фрагменты эталона, i = 1, 2
и Qi — замыкание фрагмента Ri по некоторой верифицированной в
Ri системе (Ji, σi).

Следствие 2.21.

1) Если A ⊆ Q1/ε, то R1 — представление эталона A относи-
тельно F и τ .

2) Если Q1 = Q2, то R1 — представление для (A,F, τ) точно то-
гда, когда R2 — тоже представление.

Следствие 2.21, п. 1, в неявном виде использовалось в ряде работ,
начиная с работы Хенни [35] при построении контрольных экспери-
ментов, причем как правило, стремились к тому, чтобы Q1 совпадало
сA. В роли верифицированной системы выступало чаще всего множе-
ство простых начальных идентификаторов {(p, λ(s, p))}s∈S эталона,
порожденное диагностическим словом p.

Условие п. 1 следствия 2.21 является только достаточным в общем
случае. Однако в некоторых случаях оно является и необходимым.
Рассмотрим эти случаи.

Пусть F = εi(A) и τ = ι. Пусть так же Di
A =

∑

s∈S

D(λi
s). Заметим,

что в этом случае F ⊆ A(Di
A).

Теорема 2.22. Di
A является представлением эталона относитель-

но ει(A) и ι тогда и только тогда, когда замыкание фрагмента D i
A

по некоторой системе (J, σ), верифицированной в R, изоморфно эта-
лону.
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Теорема 2.22 дает первый пример ситуации, когда при построении
представлений идентификаторы необходимы. Эта теорема является
теоремой существования и не указывает каким образом строить пред-
ставление.

Рассмотрим структуру представлений в случае, когда F — это
n-полный класс Fn, где n = nA, а τ = ι. Пусть R 6 A. Дуга
(t, x, y, t′) автомата R называется критической по гомоморфизму ϕ
этого фрагмента в эталон, если она является единственным прообра-
зом по ϕ некоторой дуги эталона. Состояние t называется висячим,
если δR(t, x) не определeно ни для какого x.

Состояние автомата R называется изолированным, если оно явля-
ется висячим и переходящим одновременно. Дуга (t, x, y, t′), где t 6= t′

называется изолированной, если она составляет компоненту связно-
сти в графе R. Представление R назовем тупиковым, если удаляя из
него хоть одну дугу получим автомат, не являющийся представлени-
ем.

Слово (x1, y1) . . . (xi, yi) называется неприводимым обходом (по
всем дугам) эталона, если оно является обходом эталона, начиная
из некоторого состояния s, а (x1, y1) . . . (xi−1, yi−1) обходом из это-
го состояния не является. Через d(w) будем обозначать длину вход-
выходного слова w.

Рассмотрим случай, когда эталон является автономным автома-
том, то есть когда X состоит из единственного символа. Легко видеть,
что всякий приведенный автономный автомат является определенно
диагностируемым автоматом порядка не большего n− 1.

Теорема 2.23. Для автономного эталона равносильны следующие
утверждения:

1) w ∈ ΦA является контрольным экспериментом относительно
Fn и ι;

2) w = w′w′′, где w′ — неприводимый обход, а w′′ — начальный
идентификатор некоторого состояния эталона;

3) Замыкание Q фрагмента R(w) по (J, σ), где J состоит из про-
стых начальных идентификаторов, верифицированных в R(w),
а σ — диагональ, изоморфно эталону.
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Утвержение 2 теоремы 2.23 дает конструктивный способ провер-
ки, является ли предъявленное вход-выходное слово контрольным
экспериментом для эталона относительно Fn и ι. Это утверждение
дает также алгоритм построения такого эксперимента. Из теоремы
2.23 непосредственно вытекает, что слово x2N−1, поданное на вход
автономного автомата с не более, чем N состояниями, вместе с ре-
акцией q исследуемого автомата на это слово позволяет распознать
исследуемый автомат.

Результаты последней теоремы позволяют оценить длину кон-
трольного эксперимента, указанного в ней.

Следствие 2.24. Длина кратчайшего контрольного эксперимента
для автономного автомата относительно Fn и ι не может быть
меньше n+ 1 и не превосходит 2n+ 1, причем для всех эти оценки
достижимы.

Рассмотрим структуру представлений для частных видов этало-
на. Пусть дан некоторый автомат. k-м ядром этого автомата назы-
вается его подавтомат, порожденный всеми такими состояниями, в
которых оканчивается хоть одно вход-выходное слово длины k. Из-
вестно, что если автомат является автоматом с конечной памятью
порядка k, то его k-е ядро включается в конечный фактор.

Теорема 2.25. Пусть эталон сильносвязен, или автомат с конеч-
ной памятью порядка k. Пусть класс представлений эталона отно-
сительно некоторого F и ν1 не пуст. Если для фрагмента R эталона
и некоторой верифицированной системы (J, σ) k-ые ядра эталона и
замыкания Q фрагмента R по этой системе изоморфны, а Φk

A = Φk
Q,

то R — представление относительно Fn и ν1.

Пусть F — это n-полный класс Fn, τ = ν1 и класс RT (A,Fn, ν1) не
пуст.

Зафиксируем некоторый фрагмент R эталона и верифицирован-
ную в R систему (J, σ), у которой J состоит из всех верифицирован-
ных в R простых начальных и конечных идентификаторов длины не
большей k, а σ — сужение σR на J . Пусть Q — замыкание R по (J, σ).
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Теорема 2.26. Пусть A — определенно диагностируемый автомат
порядка k и Φk

Q = Φk
A. R является представлением эталона отно-

сительно Fn и ν1 тогда и только тогда, когда k-е ядра эталона и
замыкания Q изоморфны.

Эта и предыдущие теоремы являются теоремами существования,
так как не дают метода построения представлений. Центральным мо-
ментом этих результатов является нахождение верифицированной в
системы идентификаторов состояний. Некоторые частные приемы ве-
рификации идентификаторов рассмотрены в [4]. Общие методы вери-
фикации, по-видимому, очень сложны и до сих пор не разработаны.
Поэтому представляет интерес рассмотрение альтернативных подхо-
дов к изучению представлений, где верификация заменена проверкой
некоторых конструктивных свойств. Один из возможных подходов
рассмотрен ниже.

Рассмотрим условия, при которых правильный фрагмент R отно-
сительно Fn и ι является представлением для эталона A в предпо-
ложении, что он является определенно диагностическим автоматом
порядка k.

Пусть ϕ есть гомоморфизм автомата R на A. Каждому состоя-
нию s эталона поставим в соответствие семейство νs подмножеств
входных слов длины k по правилу: z ∈ νs, если в R существует со-
стояние t ∈ ϕ−1(s) такое, что z состоит из всех слов p длины k, для
которых δR(t, p) определено. Семейство νs назовем правильным, если
элементы νs несравнимы по включению. Семейство νs назовем пол-
ным поX, если для всякого x ∈ X найдется класс z ∈ νs, содержащий
слово, начинающееся символом x. Положим M(A,ϕ) = {νs}s∈S . Че-
рез

⋃

M(A,ϕ) обозначим семейство, состоящее из всех элементов z
всех семейств νs из M(A,ϕ). Семейство M(A,ϕ) назовем простым,
если для любого B ∈ Fn и любого гомоморфизма ψ автомата R на
B из равенства

⋃

M(A,ϕ) =
⋃

M(B,ψ) следует M(A,ϕ) = M(B,ψ).
Введем операцию сложения семейств νs следующим образом: слова
p, q ∈ Xk принадлежат одному классу семейства [νa + νb], если суще-
ствует последовательность r1, . . . , rl слов, для которых r1 = p, rl = q
и пара (riri+1) принадлежит классу хоть одного из семейств νa, νb.

Теорема 2.27. Пусть существует гомоморфизм ϕ фрагмента R на
эталон A, причем M(A,ϕ) обладает свойствами 1–3, где
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1) Каждое νs ∈M(A,ϕ) является правильным частичным разби-
ением множества Xk, полным по X;

2) Если a 6= b, a, b ∈ S, то разбиение [νa + νb] состоит из одного
класса;

3) Семейство M(A,ϕ) является простым.

Тогда R является представлением эталона относительно класса Fn

и ι.

Рассмотрим определенно диагностируемый эталон порядка k = 1.
По фрагменту R построим автомат Q1 следующим образом. Отож-
дествим в фрагменте R состояния, которые порождают одно и то же
вход-выходное слово длины 1. Получим в общем случае недетерми-
нированный частичный автомат R′. Затем проведем детерминизацию
автомата R′ точно также, как при построении замыкания. Результат
детерминизации обозначим через Q1. Таким образом, автомат Q1 яв-
ляется замыканием фрагмента R по системе идентификаторов (J, σ),
где J состоит из всех простых начальных идентификаторов длины
1 эталона, а σ — диагональ, причем верификация этой системы не
проводится.

Пусть существует гомоморфизм ϕ фрагмента Q1 на A. Рассмот-
рим семейство M(A,ϕ). Условие 1 теоремы 2.27 равносильно тому,
что каждое νs является разбиением множества X. Условие 2 — тому,
что для a 6= b [νa + νb] = 1, где 1 — единица решетки разбиений на
множестве X, то есть разбиение, состоящее из одного класса X.

Имеет место следующий критерий.

Теорема 2.28. Фрагмент R определенно диагностируемого порядка
1 эталона является его представлением относительно Fn и ι тогда
и только тогда, когда одновременно выполняются следующие усло-
вия:

1) Фрагмент Q1 не имеет висячих вершин и ϕ(Q) = A для всех
гомоморфизмов ϕ этого фрагмента в эталон;

2) СемействоM(A,ϕ) разбиений алфавита X, порожденное фраг-
ментом Q1 обладает свойством: [νa + νb] = 1, для всех a 6= b,
где a, b ∈ S;

3) Это семейство является простым.
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В [6] показано, что при n > 2 и m > 4 условия 1–3 теоремы
независимы.

2.4. Представления определенно диагностируемых

автоматов

В настоящем разделе изучаются свойства правильных текстуаль-
ных представлений определенно диагностируемых порядка k (ОД-k)
автоматов. Выбор таких эталонов определяется следующими сообра-
жениями. (ОД-k) aвтоматы обладают максимальным разнообразием
внешнего поведения среди автоматов с одной и той же функцией пе-
реходов. В связи с этим кажется вероятным, что построение пред-
ставлений таких эталонов менее трудоемко по сравнению с общим
случаем. Кроме того, представление автомата с менее разнообразным
поведением в большинстве случаев порождает представление ОД-1-
автомата. Поэтому построение представления ОД-1-автомата можно
рассматривать как промежуточный этап построения автомата с ме-
нее разнообразным поведением.

В разделе сформулированы необходимые и достаточные усло-
вия (критерии), при которых фрагмент R является представлением
ОД-1 эталона относительно Fn и различных τ . Для случая описана
структура экономных представлений. Такие представления позволя-
ют строить экономные контрольные эксперименты и могут быть по-
лезны при получении оценок длины контрольных экспериментов.

Найден критерий, при котором вход-выходное слово является кон-
трольным экспериментом для ОД-k-эталона, k 6 11, относительно Fn

и ι.

Рассмотрим следующую задачу. Пусть A — некоторый автомат с
n состояниями, и автомат R гомоморфно отображается в A. Опре-
делить, является ли фрагмент R представлением автомата A от-
носительно n-полного класса и τ = i. В предыдущем разделе был
предложен метод решения этой задачи при наличии некоторой ин-
формации о верифицированных в R идентификаторах поведения со-
стояний. Исходя из этой информации, по определенным правилам
строилась последовательность автоматов, отражающая прирост ин-
формации в процессе анализа фрагмента R. Эта последовательность
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автоматов за конечное число шагов сходилась к единственному так
называемому предельному автомату — замыканию Q. Вид замыкания
Q и определяет, является ли этот фрагмент представлением автома-
та A. Однако априорной информации об идентификаторах автомата
A может не быть. Тогда совокупность идентификаторов приходится
определить по виду автомата R, что в общем случае является весьма
сложной задачей. Уровень ее сложности определяется как свойства-
ми автомата A, так и свойствами фрагмента R. С этой точки зрения
ОД-1-автоматы являются идеальными объектами — по виду отобра-
жающихся в них автоматов легко определить начальное множество
верифицированных идентификаторов.

Пусть R — фрагмент эталона, для которого выполняется равен-
ство Φ1

A = Φ1
R. Из свойств определения класса Fn вытекает, что каж-

дое слово (x, y) ∈ Φ1
R является простым начальным идентификато-

ром состояний любого B ∈ Fn, для которого R 6 B. Поэтому такой
автомат B является ОД-1 автоматом. Множество Φ1

R принимаем в
качестве начального множества верифицированных в R идентифи-
каторов. Введем на множестве T состояний фрагмента R некоторые
отношения. Пусть λ1

Rt — множество всех вход-выходных слов длины
1, порождаемых состоянием t фрагмента R, а ψ1

Rt — множество всех
вход-выходных слов длины 1, которые оканчиваются в этом состо-
янии. Полагаем (s, t) ∈ β, если λ1

Rt ∩ λ1
Rs 6= ∅ или ψ1

Rt ∩ ψ1
Rs 6= ∅,

где s, t ∈ T . По определению рефлексивно и симметрично. Пусть α —

транзитивное замыкание отношения β, то есть α =
∞
⋃

i=0
βi — наимень-

шая эквивалентность, для которой α ⊇ β.

Лемма 2.29. Если R 6 A, то α является конгруэнцией на T .

Конгруэнтность α на состояниях фрагмента R эталона A одно-
значно определяет фактор-автомат R/α. Ясно, что R 6 R/α 6 A.
Если R 6 A и Φ1

A = Φ1
R, то R/α является замыканием фрагмента

по верифицированной системе (J, σ), где J = Φ1
A и σ — диагональ.

Автомату R/α поставим в соответствие обыкновенный неориентиро-
ванный граф G(R): множеством его вершин является множество со-
стояний этого автомата, то есть множество T/α классов конгруэнт-
ности α; вершины α(a) и α(b) соединены ребром, если α(a) 6= α(b) и
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функция выходов Λ автомата R/α такова, что Λ(α(a), x), Λ(α(b), x)
одновременно определены для некоторого x ∈ X, и, стало быть,
Λ(α(a), x) 6= Λ(α(b), x). Будем говорить, что граф G(R) однозначно
n-раскрашиваем, если все раскраски его вершин в n цветов изоморф-
ны.

Теорема 2.30. Автомат R является представлением ОД-1 этало-
на относительно Fn и ι тогда и только тогда, когда одновременно
выполняются следующие условия:

1) R 6 A;

2) Φ1
A = Φ1

R;

3) Граф G(R) однозначно раскрашиваем.

Эта теорема указывает, наряду с теоремой 2.28, конструктивный
способ проверки того, является ли предъявленный фрагмент R замы-
канием эталона относительно вышеуказанных F и τ . Проверка сво-
дится к проверке однозначности раскраски, то есть к хорошо извест-
ной комбинаторной задаче. Конструктивные критерии «быть пред-
ставлением» из теорем 2.28, 2.30 могут служить правилами завер-
шения контрольных экспериментов различного вида: пассивного экс-
перимента при так называемом функциональном контроле [32, 41],
когда экспериментатор только наблюдает входы и выходы автомата
в процессе его штатного функционирования; активного эксперимен-
та, когда на вход автомата поступает (псевдо-) случайная последова-
тельность; активного тестового эксперимента, когда экспериментатор
подает на автомат специально построенную входную последователь-
ность [32, 41]. Эти критерии полезны и при разработке алгоритмов
построения таких последовательностей.

Напомним, что представление R ∈ Rτ (A,Fn, ι) называется мини-
мальным, если для любого представления Q ∈ Rτ (A,Fn, ι) из неравен-
ства Q 6 R следует включение R 6 Q. Из определения вытекает, что
минимальные представления не имеют гомоморфизмов в себя, кроме
изоморфизмов и не имеют изоморфных компонент связности. Други-
ми словами, минимальные представления — это такие представления,
в котoрых нельзя расщеплять и дублировать сoстояния или вычер-
кивать дуги, то есть минимальное представление — это некоторый
«неделимый» фрагмент функционирования эталона.
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Правильной частью O(R) автомата R назовем автомат, получен-
ный из R удалением всех его изолированных дуг (но не петель).

Пусть t ∈ T — некоторое состояние автомата R. Обозначим че-
рез O(t) совокупность всех тех дуг автомата R, начала или концы
которых совпадают с t. Каждую петлю (t, x, y, t) из O(t) заменим па-
рой дуг (t′, x, y, t), (t, x, y, t′′) и поместим их в O(t). Все состояния в
дугах из O(t) отличные от t (включая t′, t′′) переобозначим так, что-
бы в разных дугах не встречалось одно и то же состояние. Каждое
двухэлементное подмножество множества O(t) образует частичный
автомат, имеющий 3 состояния, у которого состоянию t инцидентно
две дуги, а остальным двум состояниям — по одной. Прямую сум-
му всех таких автоматов обозначим через ΣO(t). Прямую сумму по
всем t ∈ T всех автоматов ΣO(t) обозначим через ΣR. Ясно, что
ΣR 6 O(R) ⊆ R.

Теорема 2.31. Автомат R является представлением ОД-1 этало-
на относительно Fn и ι тогда и только тогда, когда ΣR является
представлением.

Следствие 2.32. Если R является минимальным представлением
ОД-1 эталона относительно Fn и ι, то R = ΣR.

Следствие 2.33. Для любого представления R ОД-1 эталона от-
носительно Fn и ι существует гомоморфно отображающееся на
него минимальное представление.

Теорема 2.28 дает критерий, при котором фрагмент R является
представлением ОД-1 эталона относительно Fn и ι в терминах свойств
разбиений νs. Теорема 2.30 дает критерий в терминах однозначной
раскраски вспомогательного графа, полученного на замыкании фраг-
мента по верифицированной системе (J, σ), где J = Φ1

A и σ — диаго-
наль множества J . Следующее утверждение показывает, что увели-
чение информации о совместимости верифицированных идентифика-
торов снимает необходимость исследования раскрасок вспомогатель-
ного графа. Пусть R некоторый фрагмент. Зафиксируем верифици-
рованную систему (J, σ), где J состоит из всех, верифицированных в
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R, простых начальных и конечных идентификаторов состояний дли-
ны 1, а σ равно сужению σR на J . Замыкание фрагмента R по (J, σ)
обозначим через Q.

Теорема 2.34. Фрагмент R является представлением ОД-1 эта-
лона относительно Fn и ι тогда и только тогда, когда Q = A.

Эта теорема показывает, что верификация идентификаторов со-
стояний равносильна проверке существования однозначной n-рас-
краски и равносильна проверке свойств разбиений νs.

Рассмотрим условия, при которых фрагмент является представ-
лением относительно различных τ . Пусть τ = ν1.

Следствие 2.35. Фрагмент R является представлением ОД-1 от-
носительно Fn и ν1 тогда и только тогда, когда первые ядра эталона
и замыкания Q изоморфны, и Φ1

A = Φ1
Q.

Рассмотрим случай τ = ε1.

Теорема 2.36. R является представлением ОД-1 эталона относи-
тельно Fn и ε1 тогда и только тогда, когда Λ1

Q ⊇ Λ1
A.

Рассмотрим отношение неотличимости ρri автоматов эксперимен-
тами высоты i и кратности r на классе Fn. Пусть A — ОД-1 эталон,
и (A,B) ∈ ρri. Тогда B тоже ОД-1 автомат. Если r = i = 1, то
Φ1

A = Φ1
B. Если r = 1 и i > 2, то Φ1

A = Φ1
B. Так как A,B автоматы

с конечной памятью порядка k, то по следствию 3.1.18, Φ1
A = Φ1

B ,
то есть (A,B) ∈ ν1. Пусть i = 1 и r > 2. Покажем, что в этом слу-
чае (A,B) ∈ ε1. Пусть для состояния s эталона λ1

As = {w1, . . . , wl}.
Так как (A,B) ∈ ρri, то найдется состояние t автомата B, для ко-
торого w1, w2 ∈ λ1

Bt и состояние v, для которого w2, w3 ∈ λ1
Bv. Но

B является ОД-1 автоматом и, значит, t = v. Поэтому λ1
As = λ1

Bv и
(A,B) ∈ ε1. Пусть теперь i, r > 2. Точно также, как в предыдущем
случае показываем, что (A,B) ∈ ε2. Поскольку A и B ОД-1 автома-
ты, то существует отображение множества ϕ состояний S автомата
A на множество T автомата B, заданное правилом: ϕ(s) = t, если
λ1

As = λ1
Bv. Это отображение — биекция, и так как (A,B) ∈ ε2, то

оно изоморфизм. Поэтому A = B, то есть (A,B) ∈ i. Проведенные
рассуждения показывают, что если (A,B) ∈ ρri, то существует всего
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4 возможности: (A,B) ∈ ρr1, (A,B) ∈ ν1, (A,B) ∈ ε1, (A,B) ∈ i. Оче-
видно, что R является представлением ОД-1 эталона относительно Fn

и i тогда и только тогда, когда Φ1
R = Φ1

A. Утверждения 2.33–2.35 дают
соответствующие критерии для оставшихся случаев. Таким образом,
проведенные рассуждения дают критерий, при котором R является
представлением ОД-1 эталона относительно Fn и произвольного ρri.

Заметим, что не только увеличение информации о верифициро-
ванной системе идентификаторов может «снимать» требование одно-
значной раскраски вспомогательного графа. Структура самого клас-
са F, связанного с автоматом-эталоном определенным образом, может
упрощать критериальные требования к представлениям. В качестве
одного из таких примеров ниже приведен класс так называемых ло-
кально порожденных (эталоном) автоматов, изучавшихся в [42–44].

Рассмотрим класс A автоматов, порожденных локальными преоб-
разованиями эталона [6, 42, 43]. Окрестностью Os состояния s ∈ SA

назовем множество всех тех его состояний, которые достижимы из s
или из которых достижимо s входными словами длины, не большей 1.
Пусть теперь автоматы из A получены из эталона заменой состояния
δA(s, x) некоторым t ∈ Os. Полученный класс является подклассом
предыдущего. Ясно, что если в эталоне существует компонента связ-
ности, состоящая из одного состояния s, то Os = {s} и эта компонента
присутствует в любом B ∈ A. Правильной частью D эталона A назо-
вем автомат, полученный из A удалением всех компонент связности,
имеющих одно состояние.

Теорема 2.37. R является представлением ОД-1 автомата эта-
лона относительно A и i тогда и только тогда, когда Q ⊇ D.

Пусть по-прежнему, A — это ОД-k автомат и w — фрагмент его
поведения. Пусть теперь (J, σ) более мощная верифицированная в R
система (относительно Fn и i), для которой J состоит из всех простых
начальных и конечных идентификаторов состояний, входящих в JR,
а σ — сужение σR на J , и Q — замыкание фрагмента R(w) по новой
системе (J, σ).

Теорема 2.38. Вход-выходное слово w является контрольным экс-
периментом для ОД-k эталона при k 6 11 относительно Fn и ι
тогда и только тогда, когда замыкание Q изоморфно эталону.
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3. Теоретико-графовые характеризации пред-

ставлений автомата

В данном разделе основное внимание уделяется задаче характери-
зации представлений автомата относительно подклассов N -полного
класса автоматов, образующихся при наложении определенных огра-
ничений на их структурно-алгебраические и поведенческие свойства.
Показано, что теорема 2.30, дающая характеризацию представле-
ний относительно n-полного класса, является представителем целого
класса аналогичных утверждений, к получению которых можно по-
дойти с некоторых общих позиций. При этом существенно использу-
ются понятия и методы теории бинарных отношений и графов, что
позволяет в ряде случаев оценить относительную сложность задачи
распознавания представлений в терминах теории NP -полноты [10].

Далее в разделе автомат A = (SA, X, Y, δA, λA) это детерминиро-
ванный конечный автомат Мили, возможно, частичный. Все рассмат-
риваемые автоматы имеют одинаковые входной алфавит X и выход-
ной алфавит Y . Для частичных автоматов предполагаются одинако-
выми области определения функций переходов и выходов, которые
обозначаем для автомата A через DomA. Если ϕ — гомоморфизм
автомата B в автомат A, то образ автомата B будем обозначать че-
рез ϕ(B), то есть ϕ(B) такой подавтомат автомата A, что для любой
дуги (s, x, y, t) последнего в B существует ее прообраз. При ϕ(B) = A
автомат B будем называть полным фрагментом автомата A.

При изучении множества R(A,F, τ) всех представлений автомата
A относительно класса F с точностью τ полагаем, что τ — изомор-
физм либо изоморфное включение, F — подкласс класса Fn(U) всех
автоматов с числом состояний n, причем эталон A — приведенный
автомат с n состояниями.

Пусть автоматы R и A связаны наличием гомоморфизма, R 6 A,
R = (S,X, Y, δ, λ). Априори или в результате анализа автомата R
определяются два отношения на множестве его состояний: отноше-
ние совместимости и отношение несовместимости. Первое допускает
отождествление состояний, а второе запрещает такое отождествле-
ние при гомоморфизме A в любой автомат из класса F . В частно-
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сти, такие отношения могут вводиться на основе верифицированных
идентификаторов состояний, как это описано в предыдущем разделе.

3.1. Отношения совместимости

Oтношение σ на множестве состояний фрагмента R назовем вери-
фицированным отношением совместимости, если для любых его со-
стояний a, b и гомоморфизма ϕ фрагмента R в любой автомат B ∈ F
из того, что (a, b) ∈ σ, следует, что ϕ(a) = ϕ(b). Такое отношение
σ может определяться как «внутренними» свойствами автомата R и
класса F (например, верифицированными идентификаторами состо-
яний), так и «навязываться» извне, за счет дополнительной инфор-
мации, не проявляющейся явно в эксперименте с автоматами.

Пусть ϕ — гомоморфизм R в B ∈ F и kerϕ = ϕ ◦ ϕ−1 — его ядро,
являющееся конгруэнцией на множестве состояний автомата R. Этот
гомоморфизм может быть не единственным. Пусть Φ — множество
всех гомоморфизмов автомата R в автомат B. Тогда εB =

⋂

ϕ∈Φ
kerϕ —

наименьшая (по включению) конгруэнция среди всех конгруэнций,
определяемых гомоморфизмами R в B. Если B пробегает все элемeн-
ты класса F , то пересечение всех конгруэнций εB определяет конгру-
энцию εF (R) =

⋂

B∈F

εB на множестве состояний автомата R.

Всякое подмножество σ ⊆ εF (R) назовем верифицированным (от-
носительно класса F ) отношением совместимости на множестве со-
стояний автомата R.

В общем случае σ не является конгруэнцией, но может быть есте-
ственным образом расширено до нее, с помощью процесса, соответ-
ствующего детерминизации автомата R, определяемого отношением
σ совместимости его состояний, до конгруенции σ∗, наименьшей сре-
ди всех конгруэнций, содержащих σ [11]. По ней корректно (на осно-
вании утверждения, аналогичного лемме 2.29) определяется фактор-
автомат автомата R, который назовем замыканием R по σ и обозна-
чим через [R]σ.

Обозначим через EF (R) множество всех верифицированных кон-
груэнций, упорядоченное отношением включения.

Справедливо утверждение [11].
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Теорема 3.1. Множество EF (R) верифицированных конгруэнций
есть решетка с операциями inf(ε1, ε2) = ε1 ∩ ε2, sup(ε1, ε2) = (ε1 ∪
ε2)

∗, единицей 1 = εF (R) и нулем 0 = is, ε1, ε2 ∈ EF (R), где is —
диагональ множества состояний s автомата R, соответствующая
пустому отношению совместимости.

Oтношения совместимости σ такие, что σ∗ = εF (R), несут мак-
симальную информацию о возможности отождествления состояний,
пустое отношение σ = ∅, σ∗ = is указывает на отсутствие какой-либо
информации об отождествлении состояний.

Пусть σ1 верифицированное отношение совместимости, R1 =
[R]σ1

. Через FR обозначим множество тех автоматов B ∈ F , для ко-
торых R 6 B, то есть, FR = F (R)∩F , где F (R) — класс описываемых
фрагментом R автоматов из множества F(U).

Теорема 3.2. Если σ — верифицированное (относительно класса F )
отношение на множестве состояний автомата R, то описываемый
автоматом R класс FR совпадает с классом FR1

, описываемым его
фактор-автоматом R1 = [R]σ. При этом всякий гомоморфизм ϕ
автомата R в автомат B ∈ F может быть представлен как ϕ =
η◦β, где η — естественный гомоморфизм R в R1, а β — гомоморфизм
R1 в B.

3.2. Отношения несовместимости

Отношение ρ на множестве состояний фрагмента R назовем вери-
фицированным отношением несовместимости, если для любых его со-
стояний a, b и гомоморфизма ϕ фрагмента R в любой автомат B ∈ F
из того, что (a, b) ∈ ρ, следует, что ϕ(a) 6= ϕ(b). Иными словами, если
µB =

⋃

ϕ∈Φ
kerϕ, где объединение берется по всем гомоморфизмам ϕ из

R в B, то ρ — верифицированное отношение несовместимости тогда
и только тогда, когда ρ ⊆ S × S \

⋃

B∈F
µB = ρF (R), где объединение

берется по всем B∈F , для которых существует гомоморфизм R в B.
Пусть σ — некоторое отношение совместимости на множестве со-

стояний автомата R, а ρ — отношение несовместимости на нем. По-
средством отношения совместимости отношение несовместимости мо-
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жет быть расширено (снова конструктивно) до некоторого макси-
мального отношения ρ∗ несовместимости, согласованного с σ, которое
назовем верифицированным замыканием ρ.

На фактор-автомате R1 = R/ε отношение ρ∗ индуцирует на мно-
жестве состояний S/ε автомата R1 отношение верифицированной
несовместимости ρ1 по правилу: (πi, πj) ∈ ρ1, если в ρ∗ существует
такая пара (s, t), что s ∈ πi, t ∈ πj.

Множество верифицированных замыканий отношений несовме-
стимости, согласованное с верифицированной конгруэнцией ε, упоря-
доченное отношением включения, обозначим через P∗

R(F, ε). Оно име-
ет наибольшее верифицированное отношение несовместимости ρF (R).
Справедливо утверждение, аналогичное теореме 3.1.

Теорема 3.3. Для любой верифицированной конгруэнции ε ∈ ER(F )
множество P∗

R(F, ε) является решеткой с операциями inf{ρ1, ρ2} =
ρ1 ∩ ρ2 и sup{ρ1, ρ2} = (ρ1 ∪ ρ2)

∗

ε, ρ1, ρ2 ∈ PR(F, ε), нулем, равным
пустому отношению ∅, и единицей, равной ρF (R).

3.3. Ассоциированные графы

Пару P = (σ, ρ) верифицированных отношений совместимости σ
и несовместимости ρ будем называть верифицированной парой для
автомата R (относительно класса F ). Пусть P = (σ, ρ) — верифици-
рованная пара для R относительно класса F . С R и P свяжем обык-
новенный неориентированный граф G(R,P ) = (VR, UR), определен-
ный следующим образом: множество его вершин VR есть множество
S/ε классов верифицированной конгруэнцией ε = σ∗; если v = [s] и
w = [t] — классы этой конгруэнции, представителями которой явля-
ются состояния s и t соответственно и (s, t) ∈ ρ∗ε, то (v, w) ∈ UR.

На состояниях x автомата [R] отношение ρ индуцирует верифи-
цированное отношение несовместимости ρ′: если [s] и [t] — вышеука-
занные классы, то есть состояния автомата [R]σ, то ([s], [t]) ∈ ρ′ тогда
и только тогда, когда (s, t) ∈ ρ∗ε. Поэтому граф G(R,P ) можно пони-
мать как задание индуцированного верифицированного отношения ρ′

несовместимости на множестве состояний автомата [R]σ, так как ρ′ —
антирефлексивно и симметрично.
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Граф G(R,P ) будем называть ассоциированным с автоматом R
посредством пары P , или, более коротко, ассоциированным с парой
(R,P ).

Пусть G = (V,U) — некоторый обыкновенный неорграф. Напом-
ним, что правильной n — раскраской графа G называется такое отоб-
ражение ϕ множества вершин графа в некоторое n-элементное мно-
жество K, при котором смежные вершины отображаются в разные
элементы из K. Две раскраски ϕ1 и ϕ2 называются изоморфными, ес-
ли kerϕ1 = kerϕ2. Граф называется однозначно n-раскрашиваемым,
если все его n-раскраски изоморфны [9].

Поставим в соответствие автомату R = (S,X, Y, δ, λ) семейство
X(R) подмножеств множества X(R): Xs ∈ X(R), s ∈ S, если
Xs = {x ∈ X | (s, x) ∈ DomR}. Через Γ(X(R)) обозначим граф пе-
ресечений семейства X, у которого множество вершин V (X(R)), и
{s, t} ∈ U(X(R)) если Xs ∩Xt 6= ∅.

3.4. Характеризация представлений и их сложность

Далее задача идентификации автомата рассматривается при сле-
дующих ограничениях.

Все рассматриваемые классы являются подмножествами множе-
ства Fc(U) всех приведенных автоматов в алфавите U = X × Y . Ав-
томаты, если не оговорено противное, неинициальные. Для простоты
полагаем, что все автоматы из F ⊆ Fc(U) связные, и если A ∈ F —
выделенный автомат-эталон, то он не вкладывается изоморфно ни в
какой другой автомат B ∈ F .

Пусть заданы класс F ⊆ Fc(U), эталон A ∈ F и фрагмент RA

автомата A. Обозначим через I(A,R, F ) множество F (RA) ∩ F . Под
задачей идентификации автомата A в классе F понимаем нахождение
такого фрагмента R ∈ F (A), что I(A,R, F ) = {A} (единственность
понимается с точностью до изоморфизма), то есть идентификация
осуществляется с точностью, равной изоморфизму).

Фрагмент R, решающий эту задачу, есть представление автомата
A относительно класса F с точностью τ , являющейся изоморфизмом.

Основной интерес представляют нетривиальные представления,
не содержащие в явном виде информацию о полном функционирова-
нии анализируемого автомата.
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Наиболее изученными среди нетривиальных представлений явля-
ются контрольные эксперименты, как простые, так и кратные. Такие
представления обладают наиболее бедными отношениями совмести-
мости и несовместимости, и по структуре графов переходов фраг-
ментов их можно классифицировать как древовидные. Они образу-
ют подкласс класса ациклических представлений, в которых возмож-
но отождествление некоторых висячих вершин. В широком смысле
циклические представления это такие представления, которые в гра-
фе переходов имеют сильносвязные подграфы, и класс тривиальных
представлений является подмножеством этого класса.

Используя теорему 1.1, можно привести примеры, показываю-
щие, что существование одного из видов представлений, например,
нетривиальных циклических, не влечет существование, например,
контрольных экспериментов (древовидных представлений).

Варьирование классами в задаче идентификации приводит к раз-
личным по сложности конкретным задачам описания соответству-
ющих представлений. Само задание классов может осуществляться
различными способами. В предыдущих разделах приведены вариан-
ты таких описаний с помощью различных дескрипторов автоматов.

Пусть R ∈ R(A,F, τ) — нетривиальное представление автомата A,
и |SA| = n. Верифицированная пара P = (σ, ρ) для R относитель-
но F определяет структуру раскрасок графа G(R,P ). Далее будем
рассматривать только подклассы F n-полного класса, и эталоны с n
состояниями. Назовем класс F n-плотным для эталона A, если для
любого его фрагмента R такого, что ϕ(R) 6= A для некоторого гомо-
морфизма ϕ, следует, что R есть фрагмент некоторого другого авто-
мата B из F (более широкое понятие m-плотного класса рассмотрено
в [45]). Потребуем, чтобы рассматриваемые классы были n-плотными
для эталонов.

Покажем, что некоторые хорошо известные классы являются n-
плотными для всех принадлежащих им автоматов.

Теорема 3.4. n-полный класс Fn является n-плотным для любого
принадлежащего ему автомата с n состояниями.

Пусть Λi
A = {λi

s | s ∈ SA}, и λ — функция выходов автомата A ∈
FN . Обозначим Li

N (A) = {B ∈ FN |Λi
B = Λi

A}.
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Теорема 3.5. Класс L1
N (A) является N -плотным для A.

Класс L1
N (A) полностью определяется сохранением одношаговой

функции выходов автомата A при произвольном изменении функции
переходов.

Другим предельным случаем можно считать сохранение функции
переходов автомата A при произвольном изменении функции выхо-
дов.

Обозначим через DN (A) множество всех автоматов из FN , кото-
рые являются приведенными формами автоматов, полученных из A
всевозможными изменениями отметок его дуг.

Теорема 3.6. Класс DN (A) является N -плотным для приведенного
автомата A с N состояниями.

Пусть A — ОД-1 автомат, |SA| = n и F — n-плотный для A класс.

Теорема 3.7. R ∈ R(A,F, τ) тогда и только тогда, когда существу-
ет такая верифицированная пара P = (σ, ρ) для R относительно F ,
что выполняются условия:

1) существует гомоморфизм ϕ автомата R в эталон A;

2) Φ1(R) = Φ1(A);

3) граф G(R,P ) однозначно n-раскрашиваемый.

Приведенные достаточные и необходимые условия для распозна-
вания представлений постулируют только существование верифици-
рованной пары. Для ряда классов дается конструктивный способ по-
строения таких верифицированных пар, позволяющий сводить зада-
чу анализа фрагментов на свойство быть представлением к задаче
раскраски некоторого графа.

Основным средством построения верифицированных пар являют-
ся идентификаторы состояний. Напомним, что фрагмент R автомата
A с фиксированным состоянием t называется идентификатором со-
стояния s автомата A, если для любого гомоморфизма ϕ фрагмента
R в A выполняется равенство ϕ(t) = a.

Как обычно, ΦA обозначает множество всех вход-выходных слов
(слов в алфавите X × Y ), порождаемых автоматом A, а Φk

A — его



418 В. Б. Кудрявцев, И. С. Грунский, В. А. Козловский

подмножество из слов длины k. Если R — некоторый, вообще гово-
ря, частичный автомат, s — его состояние, то λk

Rs есть множество
всех вход-выходных слов (x, y) длины k, порождаемых состоянием s;
Φk

R =
⋃

s∈SR

λk
Rs. Множество первых проекций λ1

Rs и ψ1
Rs обозначим че-

рез X+
Rs и X−

Rs соответственно (напомним, что ψk
Rs обозначает множе-

ство вход-выходных слов длины k, оканчивающихся в состоянии s).
Если фрагмент R ОД-1 автомата A таков, что Φ1

R = Φ1
A, то множе-

ство Φ1
R является множеством простых начальных идентификаторов

состояний любого автомата B из класса Fn, фрагментом которого яв-
ляется R, то есть при любом гомоморфизме R в B состояния автомата
R, порождающие одну и ту же пару (x, y) ∈ X × Y , отображаются
в одно и то же состояние. Тогда на основании множества Φ1

R как
множества верифицированных идентификаторов (см. часть 2) может
быть определена верифицированная пара P = (σ, ρ).

Пусть A — ОД-1-автомат. Если F = Fn, A ∈ Fn и A есть
ОД-1-автомат, то для любого полного фрагмента R 6 A Φ1

A является
множеством верифицированных идентификаторов состояний автома-
та A. По этому множеству определяется пара верифицированных от-
ношений σn и ρn на множестве состояний фрагмента R: (a, b) ∈ σ,
если λR(a, x) = λR(b, x) (то есть λ′Ra

∩ λ′Rb
6= ∅) для некоторого

x ∈ X; (a, b) ∈ ρ, если λR(a, x) 6= λR(b, x) для некоторого x ∈ X.
Тогда σn = σ∗, ρn = ρ∗σn

, и Pn = (σn, ρn) — верифицированная пара.
По этой паре определяется ассоциированный граф G(R,Pn), и из тео-
рем 3.4 и 3.7 получаем теорему 2.30, в которой граф G(R) = G(R,Pn).
Заметим, что в этом случае граф G(R) = Γ(X(R)).

Пусть теперь A — групповой ОД-1-автомат, то есть A такой, что
при любом фиксированном x ∈ X δA(s, x) есть перестановка на мно-
жестве SA, F = Gn ⊆ Fn — класс групповых автоматов, и R — полный
фрагмент A.

Пусть на множестве SR заданы отношения σ1 и ρ1: σ1 =σ; (a, b)∈
ρ1, если для некоторого x ∈ X λR(a, x) 6= λR(b, x) либо существуют
состояния a′ и b′ такие, что δR(a′, x) = a, δR(b′, x) = b и λR(a′, x) 6=
λR(b′, x). Положим σg = σ∗1 = σn, ρg = ρ∗1σg

, Pg = (σg, ρg).

Лемма 3.8. Класс Gn является n-плотным для любого группового
ОД-1 автомата при |S| > 2, |X| > 2.



Анализ и синтез автоматов по их поведению 419

Из леммы 3.8 и теоремы 3.7 следует

Теорема 3.9. Автомат R есть представление группового ОД-1 ав-
томата A относительно класса Gn тогда и только тогда, когда
выполняются условия:

1) существует гомоморфизм aвтомата R в эталон A;

2) Φ1
R = Φ1

A;

3) граф G(R,Pg) однозначно n-раскрашиваемый.

Из этой теоремы следует, что в отличие от случая, когда в ка-
честве класса F выбирается класс Fn всех автоматов с n состояния-
ми, нетривиальные представления группового автомата относитель-
но класса Gn (точнее, их замыкания) допускают висячие вершины, и
контрольные эксперименты, как частный случай представлений, мо-
гут содержать неподтвержденные переходы. На основании этой тео-
ремы могут быть построены минимальные представления для этого
случая.

Рассмотрим теперь представления автоматов без потери инфор-
мации. Пусть A — ОД-1-автомат, и A — автомат без потери информа-
ции порядка 1 (БПИ-1-автомат [4, 7]), то есть A такой, что для любо-
го его состояния s и различных x1, x2 ∈ X справедливо неравенство
λA(s, x1) 6= λA(s, x2). Пусть класс In ⊆ Fn есть класс всех БПИ-1-
автоматов. В этом случае для полного фрагмента R 6 A определим
отношения σω, ρω следующим образом:

σω = σn; (a, b) ∈ ρω, если (a, b) ∈ ρn или для некоторых x1, x2 ∈ X,
x1 6= x2 выполняется равенство λR(a, x1) = λR(b, x2). Тогда Pω =
(σω, ρω) — верифицированная пара, и с этой парой ассоциирован граф
G(R,Pω). В этом случае для класса In справедлив аналог леммы 3.8
и теоремы 3.9 с соответствующей заменой ассоциированных графов.

Заметим, что структура ассоциированного графа в этом случае
является более регулярной по сравнению с предыдущими случаями.

Вернемся снова к представлениям локально порожденных авто-
матов, рассмотренных в предыдущем разделе.

Пусть A — ОД-1 автомат, и FA — множество всех автоматов, ло-
кально порожденных A. В классе Fn можно выделить неизбыточное
множество автоматов, из которых в совокупности порождается весь
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класс Fn. Такое множество назовем базисом локальной порождаемо-
сти класса Fn и обозначим через Mn(его структура описана в [44]).

Пусть F = FA. Так как функция выходов λA сохраняется при
локальной порождаемости, то в качестве множества верифицирован-
ных идентификаторов для ОД-1 автоматов можно выбрать множе-
ство Λ1

A = {λ1
As | s ∈ SA}, где λ1

As = {(x, y) ∈ X × Y |λA(s, x) = y}.
Определим пару отношений σl и pl на множестве состояний фрагмен-
та R 6 A: (a, b) ∈ σ1, если существует такое состояние s ∈ SA, что
λ1

Ra ∪ λ1
Rb ⊆ λ1

As; ρ — отношение несовместимости состояний. Поло-
жим σl = σ∗1, ρl = ρ∗σl

, и тогда Pl = (σl, ρl) — верифицированная пара.
Заметим, что здесь σ∗

1 = σ1.
В этом случае также справедлив аналог леммы 3.8 и

Теорема 3.10. Пусть A связный ОД-1-автомат, F = FA, точ-
ность τ — изоморфизм. R ∈ (A,FA, τ) тогда и только тогда, когда
пара Pl = (σl, ρl) является определяющей для фрагмента R относи-
тельно класса FA.

Из определения пары Pl в случае, когда R — представление ОД-1
автомата, следует, что граф G(R,Pl) изоморфен полному графу Kn,
где n — число состояний автомата. Очевидно, что Kn однозначно n-
раскрашиваем. Тогда аналог теоремы 2.30 в рассматриваемом случае
для связных автоматов приобретает вид

Теорема 3.11. Aвтомат R есть представление ОД-1 автомата A
относительно класса FA тогда и только тогда, когда выполняются
условия:

1) существует гомоморфизм автомата R в эталон A;

2) Φ1
R = Φ1

A;

3) граф G(R,Pl) изоморфен графу Kn.

Если в качестве представлений будем рассматривать контроль-
ные эксперименты, то для связных автоматов, обладающих такими
экспериментами относительно класса FA, из этой теоремы вытекает

Следствие 3.12. Слово w ∈ (X × Y )∗ есть контрольный экспери-
мент ОД-1 автомата A относительно класса FA тогда и только
тогда, когда w ∈ ΦA и w = w1(x, y), где w1 — обход автомата A.
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Полученный критерий для контрольных экспериментов позволя-
ют дать еще одну характеризацию контрольных экспериментов ОД-1
автоматов относительно локально порожденного класса автоматов
через уже упоминавшиеся доминирующие множества.

Пусть F — некоторый класс автоматов, A — выделенный в нем
автомат-эталон. Напомним, что доминирующим множеством класса
F называется такое его подмножество F ′, что выполняется равенство
ΦA(F ) = ΦA(F ′) (ΦA(F ) — множество контрольных экспериментов A
относительно F ). Наименьшее по мощности доминирующее множе-
ство называется минимальным.

Пусть F = FA и F1(A) ⊆ FA есть множество автоматов, непосред-
ственно порожденных автоматом A, то есть множество таких автома-
тов, функции переходов которых отличаются от функций переходов
автомата A ровно для одной пары (s, x) ∈ S×X. Каждой такой паре
соответствует множество F1(s, x) = {B ∈ F1(A) | δ(s, x) 6= δB(s, x)}.
Выберем из каждого класса F1(s, x) по представителю и образуем из
них множество R1.

Обозначим через K(A) множество всех таких дуг (s, x, y, t) ∈ A,
δ(s, x) = t, λ(s, x) = y, что частичный автомат A′, из которого удалена
хотя бы одна из этих дуг, не имеет обхода. Пусть D — подавтомат
автомата A, не содержащий одноэлементных компонент связности.
Если A 6= D, то полагаем K(A) = K(D). Удалим из множества R1

все автоматы B ∈ F1(s, x), где (s, x) соответствует дуге из K(A), и
получившееся множество обозначим через Rmin.

Теорема 3.13. Множество Rmin есть минимальное доминирующее
множество класса FA для ОД-1 автомата A, |Rmin| 6 mn, и суще-
ствует автомат, для которого |Rmin| = (m− 1)n+ 1.

В заключение рассмотрим характеризацию представлений ОД-
автоматов относительно базиса класса Fn по локальной порождае-
мости. При фиксированной функции выходов подмножество базиса,
состоящее из всех автоматов с одной и той же функцией выходов λ
обозначим через Mλ (автоматы полагаем определенными на одних и
тех же множествах состояний S, входов X и выходов Y ). В [44] по-
казано, что при m 6

1
2(n − 1), m = |X|, n = |S|, в автомате A ∈ Mλ

отсутствуют петли, параллельные дуги и циклы длины 2.
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Пусть A — ОД-1 автомат, A ∈ Mn, R ∈ Fr(A). Определим отно-
шения σM , ρM на множестве SR: (a, b) ∈ σn; (a, b) ∈ ρ2, если (a, b) ∈ ρ
либо расстояние между a и b в графе переходов R без учета ориента-
ции дуг равно 1 или 2; тогда σM = σn, ρM = ρ∗2σM

, и PM = (σM , ρM )
есть верифицированная пара, а G(R,PM ) — ассоциированный граф.

И в этом случае при m 6 1
2(n − 1) справедливы аналоги леммы

3.8 и теоремы 3.9.

В заключение раздела остановимся на задаче анализа сложности
представлений и задаче распознавания свойства «быть представле-
нием», при которых ключевую роль играют полученные теоремы ха-
рактеризации представлений. На их основе проводится сведение ука-
занной задачи к задаче анализа раскрасок некоторого графа и отно-
сительной оценки ее сложности в терминах NP -полноты. Использу-
емые далее понятия теории NP - полноты понимаются в смысле [10].

Как обычно, P (NP ) обозначает класс задач, распознаваемых де-
терминированными (недетерминированными) машинами Тьюринга
за полиномиальное время. Под сводимостью понимается сводимость,
полиномиальная по времени [10].

Пусть для автомата A определен некоторый класс FA автоматов.
Задача распознавания представлений состоит в том, чтобы по задан-
ному автомату A и частичному автомату R определить, будет ли R
принадлежать дополнению множества представлений автомата A от-
носительно класса FA.

Исходной информацией для алгоритма, решающего задачу рас-
познавания, будут пары (R,A), которые можно закодировать в виде
строк из нулей и единиц. Если автомат A имеет m входных сигна-
лов, n состояний и l выходных сигналов, то для задания функций
переходов и выходов достаточно строки длиной mn log nl, где log n —
длина двоичной записи числа n. Если R имеет k состояний, то для
его кодирования достаточно строки длиной mk log(kl + 1) с учетом
кодирования символа неопределенности. Таким образом, в конечном
алфавите получим слово, описывающее исходную информацию для
работы алгоритма распознавания.

Результаты, касающиеся сложности задачи распознавания пред-
ставлений для рассмотренных случаев [43, 46, 48, 49] могут быть сум-
мированы в следующем утверждении.
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Теорема 3.14. Задача распознавания представлений ОД-1 автома-
та в случаях: n-полного класса, класса групповых автоматов, клас-
са автоматов без потери информации, базиса локальной порожда-
емости, является NP -полной. Для случая локально порожденного
класса она является полиномиальной.

Можно показать, что это утверждение справедливо и для частно-
го случая представлений — контрольных экспериментов, во всех рас-
смотренных случаях. Кроме того, показано, что сужение класса БПИ
автоматов до класса автоматов существенно без потери информации
[4] оставляет задачу распознавания автоматов в классе NP -полных
задач.

Полученные теоремы характеризации контрольных эксперимен-
тов относительно различных классов автоматов позволяют получить
нижние оценки их длин. Остановимся на случаях локально порож-
денного класса и n-полного класса.

Обозначим наименьшую возможную длину кратчайшего кон-
трольного эксперимента относительно класса автоматов через dmin, а
длину наибольшего среди всех минимальных по всевозможным эта-
лонам через dmax.

Теорема 3.15. Если A ОД-1 автомат и F — локально порожден-
ный класс, то выполняется неравенство

mn+ 1 6 dmin 6 dmax 6 mn+
1

2
(m− 1)n(n− 1) + 1,

причем достижимы и нижняя и верхняя оценки.

Теорема 3.16. При n > 2m−1 − 1 длина кратчайшего контрольного
эксперимента dmin для любого ОД-1 автомата A относительно n-
полного класса удовлетворяет неравенству dmin >(2m−1)n−2m−1+2,
причем оценка достижима при m > 2, n > 2m−1 − 1.

Из теоремы 3.16 при m = o(log n), следует, что dmin асимптотиче-
ски равна (2m − 1)n. В то же время относительно локально порож-
денного класса длина кратчайшего эксперимента равна mn + 1 для
любых n и m. Таким образом, по нижним оценкам длины контроль-
ного эксперимента имеется существенный разрыв между локально
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порожденным и n-полным классами автоматов. Это связано с тем,
что на структуре эксперимента для этого автомата в первую оче-
редь проявляют себя особенности класса неисправностей, которые не
«забиваются» свойствами структуры эталона. В то же время суще-
ствуют автоматы, которые «затирают» особенностями своей структу-
ры влияние класса неисправностей на структуру контрольного экс-
перимента. Так как на автоматах такого типа достигаются верхние
оценки длины кратчайших экспериментов, то эти оценки должны
быть близки для локально порожденного и n-полного классов авто-
матов. Можно показать, что асимптотически верхние оценки длины
кратчайших экспериментов относительно локально порожденного и
n-полного классов автоматов совпадают. Это же справедливо и для
случая базиса локальной порождаемости.

Таким образом, верхние оценки длин контрольных экспериментов
ОД-1 автоматов относительно трех рассмотренных классов асимпто-
тически равны.

4. Эксперименты в финитно-определенных

классах

В данном разделе изучаются свойства представлений — кон-
трольных и распознающих экспериментов с автоматами относитель-
но классов, названных финитно-определенными классами 1 и 2 ро-
да. Финитно-определенными классами 1 рода названы классы авто-
матов, заданные недетерминированным автоматом-спецификацией, а
финитно-определенными классами 2 рода — классы автоматов, на-
деленных специальными маркерами состояний (они были определе-
ны в разделе 1). Основным направлением исследований в этом слу-
чае является изучение связи топологических свойств этих классов с
условиями существования и свойствами контрольных и распознаю-
щих экспериментов. Основным аппаратом исследования выступают
введенные операторы аппроксимации.

В последнее время в качестве моделей дискретных систем высту-
пают недетерминированные автоматы [23, 24, 37, 38, 50, 51]. Это вы-
зывает необходимость развития нового направления в теории экспе-
риментов — экспериментов с недетерминированными автоматами.
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В ряде работ (см., например, [50]) разрабатывались методы по-
строения проверяющего теста для сети автоматов. При этом входы и
(или) выходы исследуемой компоненты сети недоступны. Особенно-
сти проведения эксперимента с сетью автоматов следующие:

1) Могут возникать неисправности, не обнаруживаемые на выходе
сети и такие неисправности исключаются.

2) Не всякое слово может быть получено на входе тестируемой
компоненты.

В [50] для исследования сетей автоматов предложен метод постро-
ения сетевого эквивалента компоненты сети — недетерминированного
автомата, который полностью описывает поведение этой компоненты.
Проверочный тест строится по этому эквиваленту, причем считается
известной верхняя оценка числа состояний черного ящика.

В [51, 52] представлены два класса автоматов — класс работоспо-
собных автоматов, реализуемых некоторым недетерминированным
автоматом, и класс неработоспособных автоматов, представленный
автоматами с числом состояний, не превосходящим известную верх-
нюю оценку. Так как неисправность автомата может значительно уве-
личить число состояний неисправного автомата, то актуальна задача
исследования недетерминированных автоматов при отсутствии верх-
ней оценки числа состояний.

В работе [24] изучена проблема построения различающих экспе-
риментов для классов, реализуемых двумя недетерминированными
автоматами, причем первый описывает работоспособное, а второй —
неработоспособное поведение исследуемого детерминированного ав-
томата. Рассмотрены случаи как с известной, так и неизвестной верх-
ней оценкой числа состояний.

Дальнейшее развитие эти исследования получили в [37, 38]. В них
поставлена и решена проблема принадлежности исследуемого черно-
го ящика, который является реализацией одного из двух недетер-
минированных автоматов, классу реализаций одного из них. В этих
работах найдены конструктивные критерии существования таких ал-
горитмов — экспериментаторов и методы их построения.

Приведенные замечания показывают, что исследование финитно-
определенных классов 1 рода достаточно важно и актуально. Для
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них получены критерии конечности (бесконечности) класса F ∈ F

и его подклассов limF и ]F [. Показана замкнутость множества F1

относительно оператора lim. Найден ряд конструктивных критериев
существования контрольных экспериментов относительно класса G
и автомата-эталона A, принадлежащих одному из классов F , limF
и ]F [ для некоторого F ∈ F1 для бэровской метрики, исследована
финитная распознаваемость в метрике β классов F ∈ F1 и его под-
классов. Эти результаты получены в работах [17, 53, 54, 55].

Итак, исследуются подклассы класса AI(U) всюду определенных
инициальных, конечных, приведенных инициально связных детерми-
нированных автоматов Мили. Для простоты нижний индекс в записи
класса A(U) опускается. Приведем основные определения.

Пусть G = (G,U, δ,G0) — всюду определенный, слабо инициаль-
ный, недетерминированный автомат (НДА), у которого G — конеч-
ное множество состояний, G0 — подмножество начальных состояний,
U = X × Y — внешний алфавит, δ : G × U → 2G — функция пере-
ходов. Обозначим через gw = g(p, q) множество всех тех состояний,
в которые НДА G может переходить из состояния g под действием
входного слова p, порождая выходное слово q. Для g ∈ G0 множество
Lg состоит из всех вход-выходных слов w с непустым множеством gw.
Множество Lk

g есть сужение Lg на слова длины не большей k.

Слабо инициальный недетерминированный автомат G называется
наблюдаемым [24, 25], если для всех u ∈ U , g ∈ G выполнено соот-
ношение |gu| 6 1, и инициально связным, если для всякого g ∈ G
существует такое g0 ∈ G0, w ∈ Lg0, для которых g ∈ g0. В даль-
нейшем, если не оговорено противное, под недетерминированным ав-
томатом (НДА) будем понимать всюду определенный, слабо иници-
альный, наблюдаемый, инициально связный, недетерминированный
автомат. Поведением НДА G назовем LG = {Lg}, g ∈ G0. Инициаль-
ный автомат A ∈ A(U) есть реализация НДА G, если LA ⊆ LG. Класс
всех реализаций НДА G обозначим R(G). При этом будем говoрить,
что G определяет класс R(G) или G является его носителем. Класс
автоматов F ⊆ A(U) назовем финитно-определенным классом 1-го
рода и обозначим F ∈ F1, если существует НДА G, определяющий
класс F . Напомним, что через Gg обозначается подавтомат НДА G,
получаемый объявлением состояния g начальным. Ядром kerG про-
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извольного НДА G назовем множество состояний g, для которых Gg

является инициальным детерминированным автоматом. Цикл в НДА
G есть пара (g, w), где g ∈ G и w — вход-выходное слово, у которого
g = gw.

Кроме этих классов рассматриваются (возможно) бесконечные
классы A(U,M) автоматов. Здесь M ⊆ U , и в каждом автомате из
такого класса вход-выходной сигнал (x, y) ∈ M , называемый мар-
кером, порождается не более чем одним состоянием, причем множе-
ствоM заранее известно экспериментатору. Маркеры присутствуют в
ряде реальных автоматов в качестве дополнительных оповещающих
сигналов или служебных режимов. Обозначим через Mx множество
всех маркеров (x1, y) c x1 = x. Класс автоматов F назовем финитно-
определенным классом 2-го рода и обозначим F ∈ F2, если существует
множество маркеров M , для которого A(U,M) = F . Класс A(U) ∈ F2,
так как A(U) = A(U,∅). Полагаем, что ∅ = A(U,U∪{u1}), где u1 /∈ U .
Через A(U, n) обозначим подкласс A(U), состоящий из всех автома-
тов, число состояний которых не превосходит n.

4.1. Алгебраические свойства множества финитно-

определенных классов

В подразделе исследуются структуры множеств F1 и F2. Введем
над НДА операции прямой суммы и декартового произведения. Пря-
мой суммой G + H произвольных НДА G и H назовем НДА, полу-
чаемый расположением рядом G и H с предварительным переобо-
значением их состояний. Очевидно, что прямая сумма НДА G и H
определяет класс автоматов R(G) ∪R(H).

Декартовым произведением G ×H НДА G и H назовем следую-
щий НДА:

G×H = (G×H,U, δGH , G0,H0),

где: δGH((s1, s2), z) = (δG(s1, z), δH (s2, z)) при δG(s1, z) 6= ∅ 6=
δG(s2, z)) и δGH((s1, s2), z) = ∅ в противном случае.

Структура финитно-определенных классов 1-го рода дана в сле-
дующей теореме:
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Теорема 4.1. Множество F1 является дистрибутивной решеткой
относительно теоретико-множественных операций пересечения и
объединения, в котором ∅ есть ее нуль, а A(U) — единица.

Эта теорема расширяет аналогичный результат работ [24, 25] на
случай слабо инициальных НДА.

Пусть β — бэровская метрика, введенная в разделе 1. Простран-
ство (AI(U), β) будем называть бэровским пространством автоматов.
Пусть r = |Y |.

Следствие 4.2.

1) При r>1 множество F1 бесконечно и счетно.

2) Всякий конечный класс F принадлежит F1.

3) Окрестности бэровского пространства автоматов и их конеч-
ное объединение принадлежат F1.

4) Множество F1 не является булевой алгеброй относительно
теоретико-множественных операций пересечения, объедине-
ния и дополнения.

Пункт 2 предложения 4.2 показывает коренное отличие веденного
здесь понятия реализации от аналогичного понятия из [23, 24], для
которого не всякий конечный класс реализуем инициальным недетер-
минированным автоматом.

Рассмотрим теперь структуру множества F2. Покажем, что это
множество не замкнуто относительно операции объединения.

Предложение 4.3. Пусть F1, F2 — произвольные классы из F2.
Справедливы утверждения:

1) Класс F1 ∩ F2 ∈ F2.

2) Объединение F1∪F2 принадлежит множеству F2 точно тогда,
когда F1 ⊆ F2 или F2 ⊆ F1.

Из предложений 2 и 3 следует незамкнутость множества F2 отно-
сительно теоретико-множественного объединения. Введем операцию
ω по правилу: A(U,M1)ωA(U,M2) = A(U,M1∩M2) для произвольных
M1,M2 из U .
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Теорема 4.4. Cуществует изоморфизм булевой алгебры 〈2U ,∩,∪〉
в булеву алгебру 〈F2,∩, ω〉.

Структура классов, являющихся финитно-определенными 1-го и
2-го рода одновременно дана в следующем утверждении.

Теорема 4.5. Класс F ∈ F1 ∩ F2 точно тогда, когда F пуст, совпа-
дает с A(U) или является конечным классом из F2.

Из этой теоремы видно, что множества F1 и F2 описываются несво-
димыми друг к другу финитными средствами, что порождает доста-
точно выразительные множества классов автоматов.

Рассмотрим операторы алгебраического замыкания и аппрокси-
мации, которые служат основным средством изучения контрольных и
распознающих экспериментов в финитно-определенных классах 1-го
и 2-го рода.

Оператор θ : 2A(U) → 2A(U) называется оператором алгебраиче-
ского замыкания [1], если выполнены условия:

1) Для любого класса автоматов F имеет место F ⊆ θ(F );

2) Для произвольного класса F выполнено θ(θ(F )) = θ(F );

3) Для любых F1, F2 ⊆ A(U) из F1 ⊆ F2 вытекает θ(F1) ⊆ θ(F2).

Алгебраическим замыканием класса F относительно оператора θ
назовем класс θ(F ).

Рассмотрим операторы θi, i = 1, 2, ставящие в соответствие про-
извольному классу минимальный по включению класс θi(F ) ∈ Fi,
i = 1, 2, который содержит F .

Предложение 4.6. Операторы θi, i = 1, 2, являются операторами
алгебраического замыкания.

Далее исследуем аппроксимацию произвольных классов F клас-
сами вида θ1(Oε(A) ∩ F ), где A ∈ A(U), ε ∈ R

+, для чего введем
операторы θF : A(U)×R

+ → F1 аппроксимации F , удовлетворяющие
условиям:

1) Для любых A ∈ A(U), ε ∈ R
+ выполнено Oε(A)∩F ⊆ θF (A, ε) ⊆

Oε(A);
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2) Из неравенств 0 < ε1 6 ε2 вытекает θF (A, ε1) ⊆ θF (A, ε2);

3) Для любого A /∈ limF существует такое ε > 0, что θF (A, ε) ⊆ F ;

В классе операторов аппроксимации фиксированного класcа F
введем операции ∩ и ∪:

(θ1
F ∩ θ2

F )(A, ε) = θ1
F (A, ε) ∩ θ2

F (A, ε),

(θ1
F ∪ θ2

F )(A, ε) = θ1
F (A, ε) ∪ θ2

F (A, ε).

Структура операторов аппроксимации дана в следующей теореме.

Теорема 4.7. Множество операторов аппроксимации θF фиксиро-
ванного класса является дистрибутивной решеткой относительно
операций ∩ и ∪, причем оператор 0F (A, ε) = θ1(Oε(A)∩F ) является
ее нулем.

Рассмотрим условия существования контрольного эксперимента
относительно F ⊆ A(U) и эталона A ⊆ A(U). Напомним, что множе-
ство W вход-выходных слов в алфавите U называется контрольным
экспериментом относительно A и F , если W ⊆ LA и для всех B ∈ F
включение W ⊆ LA влечет изоморфизм автоматов A и B.

Теорема 4.8. Дан произвольный оператор аппроксимации θF . В
метрическом пространстве 〈A(U), β〉 контрольный эксперимент
относительно автомата-эталона A и класса F существует точно
тогда, когда существует ε > 0, для которого выполнено 0F (A, ε) ⊆
{A}.

Теорема показывает, что проверку условия Oε(A)∩F ⊆ {A} суще-
ствования контрольного эксперимента для любого F можно заменить
проверкой условия θF (A, ε) ⊆ {A} для финитно-определенного клас-
са θF (A, ε) 1-го рода. Далее в данном разделе предложены алгоритмы
такой проверки для бэровских метрик.

Из теоремы 8 нетрудно получить

Предложение 4.9. Дан оператор θF аппроксимации и метрика ρ.
Справедливы утверждения:
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1) Контрольный эксперимент относительно автомата-эталона
A ∈ F и класса F существует точно тогда, когда существует
ε > 0, для которого θF (A, ε) = {A}.

2) Автомат A ∈ limF тогда и только тогда, когда для любого
ε > 0 выполнено |θF (A, ε)| > 1.

В теории автоматов кроме условий существования контрольных
экспериментов требуется знать алгоритм их проведения. Для метри-
ки β справедлив следующий результат:

Теорема 4.10. Дан класс F ∈ F1 ∪ F2. Алгоритм построения но-
сителя класса θF (A, ε) существует для любых A ∈ A(U), ε ∈ R

+ и
бэровской метрики β.

Полученные утверждения позволяют единообразно исследовать
контрольные эксперименты в финитно-определенных классах и по-
лучать алгоритмы их проведения. На базе этих теорем найдены кон-
структивные критерии и алгоритмы построения таких эксперимен-
тов.

4.2. Эксперименты в финитно-определенных классах

1 рода

В данном подразделе исследуются классы F ∈ F1, limF и ]F [ в
бэровском пространстве (A(U), β) автоматов. Выбор метрики β объ-
ясняется наличием для нее алгоритмов построения операторов ап-
проксимации и важностью ее для практических целей. Кроме того,
как было показано, топологические свойства классов автоматов тес-
но связаны с условиями существования контрольных экспериментов.
Справедлива простая

Лемма 4.11. Пусть НДА G определяет F . Тогда класс F рекурси-
вен.

Очевидно, что не всякий бесконечный класс автоматов содержит
все собственные предельные автоматы, но для классов из F1 выпол-
нено
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Предложение 4.12. Пусть НДА G определяет F . Класс [F ] опре-
деляется этим же автоматом G, то есть замкнут по предельным
автоматам.

Рассмотрим конструктивный критерий конечности классов из F1

в терминах свойств ядра его носителя:

Теорема 4.13. Пусть НДА G определяет класс F . Класс F беско-
нечен точно тогда, когда в G существует хотя бы один цикл вне
kerG.

Данное утверждение расширяет аналогичный результат [25] на
случай слабо инициальных недетерминированных автоматов.

По утверждению 1.1 наличие контрольного эксперимента отно-
сительно автомата-эталона A и класса F тесно связано с условием
принадлежности A классу limF . Конструктивный критерий провер-
ки условия A ∈ limF для F ∈ F1 дает

Теорема 4.14. Пусть НДА G определяет класс F . Автомат A с
начальным состоянием является предельным автоматом класса F
точно тогда, когда существует такое начальное состояние g0 ∈ G0

и вход-выходные слова w,w′, для которых (g0w
′, w) — цикл вне ядра

G и a0w
′w = a0w

′, w′w ∈ LA.

Данный результат показывает, что критерий существования кон-
трольных экспериментов для классов из F1 является конструктив-
ным. На этой основе получены алгоритмы проведения контрольных
экспериментов. Существует также алгоритм проверки принадлежно-
сти A классу limF , для любого F ∈ F1. Таким образом, класс limF ,
а значит и класс ]F [ являются рекурсивными. Более того, для клас-
са F с носителем G класс limF определяется некоторым НДА H,
алгоритм построения которого также получен.

Теорема 4.15. Пусть НДА G определяет F . Тогда класс limF ∈ F1.

Открывания классов из F1, как будет показано далее, играют цен-
тральную роль в изучении контрольных и распознающих эксперимен-
тов. Критерий принадлежности ]F [∈ F1 для F ∈ F1 дает
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Предложение 4.16. Пусть НДА G определяет F . Класс ]F [∈ F1

тогда и только тогда, когда F конечен.

Приведенные результаты показывают, что ряд мощностных и то-
пологических свойств классов из F1, в отличие от свойств произволь-
ных подклассов класса A(U) проверяется конструктивно.

Остановимся теперь на некоторых свойствах распознающих экс-
периментов в классах G ∈ F1, G = limF и G =]F [ для некоторого
F ∈ F1. Напомним понятие распознающего эксперимента для класса
F (в бэровской метрике): алгоритмом распознавания автоматов из F
назовем алгоритм, который для произвольного автомата A ∈ F вы-
полняет по шагам следующие действия: на каждом i-м шаге i > 1, на
автомат A подаются слова из конечного множества Pi, регистрируют-
ся реакции автомата A на эти слова, то есть регистрируется сужение
LA/Pi поведения LA на множество Pi, и на основе этого сужения (и
априорной информации о классе F ) и таких же сужений, полученных
на предыдущих шагах эксперимента, делается одно из двух возмож-
ных заключений: а) алгоритм завершен, и выдается таблица автомата
A (номер автомата A в выбранной эффективной нумерации автома-
тов), б) алгоритм незавершен и порождает множество Pi+1 входных
слов. При этом для каждого A ∈ F алгоритм завершается через ко-
нечное число шагов. Класс F назовем финитно-распознаваемым, ес-
ли для него существует некоторый алгоритм распознавания. Пустой
класс считается финитно-распознаваемым.

В [37] показано, что равносильны следующие утверждения:

1) Класс F является финитно-распознаваемым.

2) Этот класс является подклассом рекурсивно-перечислимого фи-
нитно-распознаваемого класса.

3) Для любого A ∈ F существует эффективный контрольный экс-
перимент относительно A, F и τ = ι.

Характеризацию множества всех финитно-распознаваемых клас-
сов из F1 дает

Предложение 4.17. Пусть класс F ∈ F1. Класс F финитно-распо-
знаваем точно тогда, когда он конечен.
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Исследуем теперь распознаваемость дополнений классов из F1:

Предложение 4.18. Пусть класс F ∈ F1 и его дополнение не пу-
сто. Класс F̄ не является финитно-распознаваемым.

Рассмотрим различные подклассы классов из множества F1. Сле-
дующая теорема описывает структуру всех финитно-распознаваемых
подклассов конечного объединения непересекающихся классов из F1:

Теорема 4.19. Пусть F1, . . . , Fn — попарно непересекающиеся клас-
сы из F1. Равносильны утверждения:

1) Класс H является финитно-распознаваемым подклассом объ-
единения классов

⋃

16k6n

Fk;

2) Класс H =
⋃

16k6n

Hk, где Hk являются финитно-распознавае-

мыми подклассами Fk.

В [17] показано, что в бэровской метрике ]F [ — открывание про-
извольного класса F ∈ F1 ∪ F2, финитно-распознаваемо.

Там же показано, что в общем случае не существует максималь-
ного по включению финитно-распознаваемого класса. Оказывается,
что во множестве всех финитно-распознаваемых подклассов F также
в общем случае нет максимального.

Предложение 4.20. Пусть даны класс F ∈ F1 и H ⊆ F — рекур-
сивно перечислимый финитно-распознаваемый класс, причем класс
]F [−H∩]F [ не пуст. Тогда существует такой рекурсивно перечис-
лимый финитно-распознаваемый класс H1, что F ⊃ H1 ⊃ H.

4.3. Эксперименты в финитно-определенных классах

2-го рода

Далее исследуются свойства классов A(U,M), M ⊆ U , автоматов,
в каждом из которых вход-выходной сигнал (x, y) ∈M , называемый
маркером, порождается не более, чем одним состоянием, и M зара-
нее известно экспериментатору, то есть маркеры можно понимать как
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верифицированные идентификаторы состояний. При этом под авто-
матами понимаются всюду определенные, инициально-связные авто-
маты из A(U,M).

Для классов автоматов F ∈ F2 (то есть таких, что для некоторо-
го множества M маркеров A(U,M) = F ) найдены конструктивные
критерии их конечности/бесконечности в терминах свойств множе-
ства маркеров. Рассматриваются кратные контрольные эксперимен-
ты, и найдены условия существования/несуществования таких экс-
периментов для автомата относительно класса A(U,M), дополнения
его подкласса B(U,M) всех автоматов, в каждом цикле которых су-
ществует состояние, порождающее некоторый маркер, его подкласса
C(U,M) всех автоматов, не порождающих ни одного маркера и т. п.
Найден критерий (в терминах структуры графа автомата-эталона)
существования простого контрольного эксперимента относительно
класса A(U,M).

Рассмотрены условия существования/несуществования распозна-
ющих экспериментов. Показано, что класс B(U,M) является макси-
мальным подклассом класса A(U,M), для которого такой экспери-
мент существует. Обнаружено, что для класса C(U,M) и дополнения
класса A(U,M) распознающих экспериментов нет. Полученные ре-
зультаты изложены в работах [17, 56, 57].

Пусть дан класс A(U,M) ∈ F2. Нетрудно привести примеры беско-
нечного, конечного и состоящего из одного элемента класса A(U,M).
Просмотром таблицы автомата A ∈ (U,M) легко обнаружить, входит
этот автомат в класс A(U,M) или нет, поэтому класс A(U,M) рекур-
сивен. Автомат A из этого множества назовем насыщенным, если для
всякого маркера m ∈M в автомате существует отмеченное m состо-
яние. Пусть r = |Y |.

Лемма 4.21. Для всех M класс A(U,M) содержит насыщенный ав-
томат с не более чем r состояниями.

Обозначим через AH(U,M) подкласс всех насыщенных автоматов
из A(U,M). Пустой класс будем считать конечным. Справедлива

Теорема 4.22. Равносильны утверждения:

1) Все автоматы в A(U,M) насыщены;
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2) A(U,M) = A(U);

3) A(U, r) ⊆ A(U,M);

4) r = 1 или M пусто;

5) Ā(U,M) конечно.

Из утверждений 2 и 5 этой теоремы следует, что класс Ā(U,M)
или пуст (если выполняется утверждение 4 теоремы) или бесконечен
(в противном случае).

Напомним, что автомат можно отождествить с его графом, вер-
шинами которого являются состояния, а дугами — тройки (a, u, b),
где u ∈ U и au = b. Циклом называется последовательность дуг
(a1, u1, a2), (a2, u2, a3), . . . , (ak, uk, a1). При этом говорим, что эти ду-
ги и вершины a1, . . . , ak принадлежат этому циклу. Введем подкласс
B(U,M) всех автоматов из A(U,M), у которых в каждом цикле гра-
фа имеется отмеченное состояние. Можно показать, что B(U,M) не
пуст тогда и только тогда, когда M не пусто. Проверка соотношения
A ∈ B(U,M) легко осуществляется по графу автомата A, поэтому
подкласс рекурсивен.

Рассмотрим условия конечности классов A(U,M) и B(U,M). Вход-
ное слово p называется диагностическим для автомата A, если a 6= b
влечет λ(a, p) 6= λ(b, p) для всех a, b ∈ A. Справедлива

Теорема 4.23. Равносильны утверждения:

1) Класс A(U,M) конечен;

2) Подкласс насыщенных автоматов конечен;

3) A(U,M) ⊆ A(U, r);

4) r = 1 или |Mx| = r для некоторого x ∈ X;

5) Существует x, являющийся диагностическим словом для всех
A ∈ A(U,M);

6) Каждый насыщенный автомат имеет ровно r состояний.

Обозначим разность A(U,M) − B(U,M) через D(U,M).

Теорема 4.24. Пусть M не пусто. Равносильны утверждения:

1) Класс A(U,M) конечен;
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2) Класс B(U,M) конечен и не пуст;

3) Класс D(U,M) конечен;

4) A(U,M) = B(U,M).

Приведенные теоремы дают конструктивный критерий конечно-
сти классов A(U,M) и B(U,M) и характеризует его с различных сто-
рон. Из этих теорем следует, что при непустом M разность D(U,M) —
аналогично разности Ā(U,M), либо пуста, либо бесконечна. При пу-
стом M эта разность или бесконечна, или состоит из одного автомата.

Следствие 4.25. Равносильны утверждения:

1) A(U, r) = A(U,M);

2) A(U, r) = A(U);

3) r = 1.

Теорема 4.26. Пусть Z не пусто. M = Z × Y тогда и только то-
гда, когда A(U,M) = A(U, r, Z).

Следствие 4.27. M = U тогда и только тогда, когда A(U,M) сов-
падает с классом определенно-диагностируемых порядка 1 автома-
тов.

Рассмотрим подкласс C(U,M) класса D(U,M) всех тех автома-
тов, каждый из которых не имеет отмеченных состояний, и его до-
полнение H(U,M) = D(U,M) − C(U,M). Следующие теоремы дают
критерии пустоты этих классов.

Теорема 4.28. Равносильны утверждения:

1) Класс C(U,M) пуст;

2) Класс B(U,M) пуст;

3) |Mx| = r для некоторого x ∈ X.

Теорема 4.29. Равносильны утверждения:

1) Класс H(U,M) пуст;
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2) Этот класс конечен;

3) Пусты M или C(U,M).

Эта теорема показывает, что класс H(U,M) либо пуст, либо бес-
конечен. В отличие от него класс C(U,M) может быть бесконечным,
пустым и содержать при r = 1 и пустом M ровно один автомат. Рас-
смотрим критерий бесконечности этого класса.

Теорема 4.30. Равносильны утверждения:

1) класс C(U,M) бесконечен;

2) этот класс содержит более одного автомата;

3) r > 1, |Mx| < r для всех x и |Mx| < r − 1 для некоторого x.

Следствие 4.31. Равносильны утверждения:

1) Класс C(U,M) состоит из одного автомата;

2) |Mx| = r − 1 для всех x ∈ X;

3) Класс C(U,M) не пуст и каждый автомат из этого класса
имеет ровно одно состояние.

В заключение отметим, что проверка конечности (бесконечности)
и одноэлементности рассмотренных классов проводится по M и U
конструктивно за полиномиальное время.

С целью получения условий существования контрольных экспе-
риментов рассмотрим свойства различимости автоматов. Будем го-
ворить, что автоматы A и B k-неотличимы, и писать (A,B) ∈ εk,
если Lk

A = Lk
B. Как и ранее, через O1/k(A) обозначим класс A(U)

всех автоматов из k-неотличимых от A.
Исследование контрольных экспериментов проводится снова от-

носительно бэровской метрики.

Лемма 4.32. Пусть M не пусто. Для любого автомата A ∈ A(U)
и натурального k множество O1/k(A) ∩ Ā(U,M) бесконечно.

Следствие 4.33. При непустом M не существует контрольного
эксперимента для A ∈ A(U) и Ā(U,M).
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Лемма 4.34. O1/k(A)φĀ(U,M) для любого эталона A ∈ Ā(U,M) и
k > 2n− 2.

Непосредственно из этой леммы вытекает

Следствие 4.35. Для каждого A ∈ Ā(U,M) и A(U,M) существу-
ет контрольный эксперимент кратности не большей 4 и длины не
большей 2n− 2.

Пусть даны класс A(U,M) и натуральное k. Справедлив сле-
дующий критерий существования контрольного эксперимента для
A = A(U,M).

Теорема 4.36. Равносильны утверждения:

1) Существует контрольный эксперимент A ∈ A(U,M) и
A(U,M);

2) Существует контрольный эксперимент для A и A(U,M(A));

3) A /∈ D(U,M);

4) Lk
A является контрольным экспериментом для A и A(U,M(A))

при всех k > 2n.

Заметим, что класс A(U,M(A)) может быть бесконечным при ко-
нечном классе A(U,M).

Из теоремы 4.37 вытекает, что для A ∈ D(U,M) и A = A(U,M)
контрольных элементов не существует. Рассмотрим условия суще-
ствования контрольных экспериментов для таких эталонов и под-
классов этого класса автоматов.

Пусть W — некоторое конечное подмножество множества LA. Че-
рез D(W ) обозначим сужение информационного дерева автомата на
подмножество.

Теорема 4.37. W является контрольным экспериментом для A ∈
A(U)−C(U,M) и C(U,M) тогда и только тогда, когда дерево D(W )
содержит хоть одно отмеченное состояние.

Из этой теоремы вытекает, что и для A ∈ H(U,M), A ⊆ C(U,M)
контрольный эксперимент существует. Более того, как будет отмече-
но далее, в этом случае существует и простой (однократный) экспе-
римент.
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Теорема 4.38. Для A ∈ C(U,M) и непустого H(U,M) не существу-
ет контрольного эксперимента.

Теорема 4.39. Пусть C(U,M) содержит больше одного автомата.
Для A ∈ C(U,M) и C(U,M) не существует контрольного экспери-
мента.

Из теорем 4.23 и 4.24 вытекает, что при r > 1 класс D(U,M) или
пуст, или бесконечен. Теорема 4.28 утверждает, что если D(U,M) не
пуст, то не пуст и C(U,M). Теоремы 4.39, 4.40 показывают, что для
A ∈ C(U,M) и D(U,M) контрольных экспериментов не существует.
По теореме 4.37 длина кратчайших контрольных экспериментов для
A ∈ B(U,M) и A(U,M) не превосходит 2n. Можно показать, что для
всех n эта оценка достижима.

Рассмотрим случай, когда M = U . При этом A(U,M) = B(U,M) ⊆
A(U, r) и все автоматы из A(U,M) являются определенно диагно-
стируемыми порядка 1. Рассмотрим условия, при которых конечное
W ⊆ LA является контрольным экспериментом для A и A(U,M). По
замыканию B = [D(W )]u и гомоморфизму ψ замыкания B в эталон
построим вспомогательный неориентированный граф G(W ), у кото-
рого множество вершин B и вершины b1, b2 графа соединены ребром,
если ψ(b1) 6= ψ(b2), λB(b1, x), λB(b2, x) одновременно определены для
некоторого x и, стало быть λB(b1, x) 6= λB(b2, x). Заметим, что граф
G(W ) есть в точности ассоциированный граф из теоремы 2.30.

Пусть M = U и n = r. Тогда справедлива

Теорема 4.40. W является контрольным экспериментом для A и
A(U,M) тогда и только тогда, когда выполняются условия:

1) W ⊆ LA;

2) Φ1
B = Φ1

A, где B = [D(W )]u;

3) граф G(W ) однозначно раскрашиваем.

Пусть теперь M = U и n < r. Тогда для каждого x найдется y,
для которых (x, y) /∈ Φ1

A. Легко привести пример, когда в этом случае
условий 1–3 недостаточно для того, чтобы W был контрольным для
A и A(U,M).
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Теорема 4.41. W является контрольным для A и A(U,M) тогда и
только тогда, когда [D(W )]u = A.

Рассмотрим условия существования и сложность простого, то есть
состоящего из одного слова, контрольного эксперимента.

Теорема 4.42. Для A ∈ A(U)−C(U,M) и непустого C(U,M) суще-
ствует простой контрольный эксперимент длины, не превосходя-
щей n.

Рассмотрим условия существования простого контрольного экспе-
римента для A ∈ A(U,M) и A(U,M). Слоем автомата A называется
максимальное по включению подмножество B состояний, в котором
для любых a, b ∈ B aw = b для некоторого w ∈ La. Слой B называется
нетривиальным, если это слово не пусто для некоторых a, b ∈ B. Из-
вестно, что слои образуют разбиение множества состояний автомата.
Автомат назовем правильным, если существует последовательность
B0, . . . , Bk всех тех слоев, для котoрой одновременно выполняются
следующие условия:

1) Из i-го слоя, 0 6 i < k исходит ровно одна дуга (bi, ui, ai+1)
оканчивающаяся вне него, в следующем слое; все дуги, начина-
ющиеся в k-ом слое, оканчиваются в нем;

2) Если в состоянии a ∈ Bi, 0 6 i 6 k, оканчивается больше одной
дуги эталона, то существует дуга (a, u, b), для которой u ∈M и
b ∈ Bi;

3) Во всяком цикле каждого слоя существует отмеченное состо-
яние A, порождающее некоторый маркер u, причем состояние
принадлежит этому слою.

В правильном эталоне состояние ai называется начальным, а со-
стояние bi — конечным состоянием i-го слоя, 0 6 i 6 k. Заметим,
что начальным состоянием слоя B0 является начальное состояние a0

эталона. Последний слой Bk не имеет по условию 1 конечного состоя-
ния. По условию 3 правильный эталон принадлежит классу B(U,M).
Известно, (см., напр. [4], стр. 51 теорема 2.1), что условие 1 равно-
сильно существованию обхода, то есть пути из начального состояния
автомата, который переходит через все его дуги. При m > 2 все слои
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правильного автомата являются нетривиальными и в силу условия
3 содержит маркеры. Поэтому число слоев правильного автомата не
превосходит числа маркеров и тем самым не превосходит mr.

Теорема 4.43. Простой контрольный эксперимент относительно
A ∈ A(U,M) и A(U,M) существует тогда и только тогда, когда A
правилен.

Рассмотрим теперь распознающие эксперименты в финитно-опре-
деленных классах второго рода.

Теорема 4.44.

1) Все классы F , FφB(U,M) являются финитно-распознаваемы-
ми.

2) Пусть M не пусто. Все классы F , B ⊂ FφA(U,M) не являют-
ся финитно-распознаваемыми.

Предложение 4.45. Пусть M не пусто. Класс F = A(U,M) фи-
нитно-распознаваем точно тогда, когда он конечен.

Утверждения 4.45, 4.46 показывают, что B(U,M) является макси-
мальным финитно-распознаваемым подклассом класса A(U,M).

Рассмотрим условия существования алгоритмов распознавания
для других подклассов, порожденных маркерами. Из теоремы 1.1
и теорем о существовании контрольных экспериментов в финитно-
определенных классах непосредственно вытекают

Следствие 4.46. Пусть M не пусто. Класс Ā(U,M) не является
финитно-распознаваемым.

Следствие 4.47. Если класс C(U,M) состоит из автоматов, не
имеющих отмеченных состояний и содержит больше одного авто-
мата, то этот класс не финитно-распознавваем.

Пусть M не пусто. Зафиксируем x ∈ X и натуральное k > 1.
Рассмотрим подкласс B(U, x, k)φA(U)−C(U,M) всех таких автоматов
A, для которых одновременно выполняются условия:
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1) Все состояния a ∈ A достижимы по x, то есть a = δ(a0, x
i) для

некоторого i;

2) В единственном цикле по x существует отмеченное состояние,
то есть если δ(a, xi) = a, то состояние δ(a, xj) отмечено для
некоторого j, 0 6 j 6 i;

3) Любые разные и отмеченные одним и тем же маркером состоя-
ния k-отличимы.

Можно показать, что для всех r > 2, x ∈ X, и k > 2 класс
B(U, x, k) может быть бесконечным.

Пусть Ā(U, x, k) = Ā(U,M) ∩ B(U, x, k), A(U, x, k) = A(U,M) ∩
B(U, x, k), k > 2.

Теорема 4.48. Класс B(U, x, k) бесконечен тогда и только тогда,
когда бесконечен класс A(U) − C(U,M) и Mx не пуст.

Теорема 4.49. Любой класс FφB(U, x, k) является финитно-распо-
знаваемым.

Следствие 4.50. Всякий класс FφĀ(U, x, k) ∪ B(U,M) является
финитно-распознаваемым.
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