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Линейное уравнение с булевскими переменными заменой части пере-
менных, с отрицательными коэффициентами на противоположные, сво-
дится к линейному уравнению с положительными коэффициентами. По-
этому изначально полагается, что уравнение имеет вид

a1x1 + . . .+ amxm = a0,

a1 . . . am, a0 ⊂ Z,
aj > 0, j = 0, 1, . . . ,m,

xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . ,m.

Имеет место двоичное разложение каждого коэффициента

aj = qj12
n−1 + . . .+ qjn−12 + qjn,

qjk ∈ {0, 1}, j = 0, 1, . . . ,m, k = 1, . . . , n.

Задача состоит в представлении числа решений уравнения
K(a1, . . . , am, a0), как функции от переменных qjk, j = 0, 1, . . . ,m, k =
1, . . . , n. Представим число решений формулой и произведем ее преобра-
зование
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K(a1, . . . , am, a0) =

∫ 1

0

 ∑
β,β⊆{1,...,m}

exp

2π

∑
j,j∈β

aj − a0

 it

 dt =

=

∫ 1

0

∑
( β,
β⊆{1,...,m})

exp

2π

∑
j,j∈β

(
n∑
l=1

qjl2
n−l

)
−

n∑
l=1

q0l2
n−l

 it

 dt =

=

∫ 1

0

∑
( β,
β⊆{1,...,m})

∏
j,j∈β

(
n∏
l=1

e2πqjl2
n−lit

)(
n∏
l=1

e−2πq0l2
n−lit

)
dt =

=

∫ 1

0

∑
( β,
β⊆{1,...,m})

∏
j,j∈β

(
n∏
l=1

(
1 + qjl

(
e2π2

n−lit − 1
)))

×

×
n∏
l=1

(
1 + q0l

(
e−2π2

n−lit − 1
))

dt =

=

∫ 1

0

∑
( β,
β⊆{1,...,m})

∑
( ε,
ε⊆{1,...,n})

∑
δ⊂β×{1,...,n}

∏
(j,l)∈δ

(
e2π2

n−lit − 1
)
×

×
∏
l∈ε

(
e−2π2

n−lit − 1
)
·

 ∏
(j,l)∈δ

qjl ·
∏
l∈ε

q0l

 dt =

=

∫ 1

0

∑
( α,α⊆{1,...,n}
γ,γ⊂{1,...,m}×{1,...,n})

2m−|γ‖

 ∏
(j,l)∈γ

(
e2π2

n−lit−1
)
·
∏
l∈α

(
e−2π2

n−lit−1
)×

×

 ∏
(j,l)∈γ

qjl ·
∏
l∈α

q0l

 dt =

=

∫ 1

0

∑
( α,α⊆{1,...,n}
γ,γ⊂{1,...,m}×{1,...,n})

2m−|γ‖
∑

(δ,δ⊆γε,ε⊆α)

exp

2π

 ∑
(j,l)∈δ

2n−l −
∑
l∈ε

2n−l

 it

×
× (−1)|γ|+|δ|+|α|+|ε|

 ∏
(j,l)∈γ

qjl ·
∏
l∈α

q0l

 dt

Введем функцию

χ(x) =

{
1, если x = 0,
0, если x 6= 0.
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Тогда

K(a1, . . . , am, a0) =
∑

( α,α⊆{1,...,n}
γ,γ⊂{1,...,m}×{1,...,n})

2m−|γ‖ · (−1)|γ|+|α| ×

×
∑

(δ,δ⊆γε,ε⊆α)

(−1)|δ|+|ε|χ

 ∑
(j,l)∈δ

2n−l −
∑
l∈ε

2n−l

 ∏
(j,l)∈γ

qjl ·
∏
l∈α

q0l


Пусть

bγα = 2m−|γ‖ · (−1)|γ|+|α|
∑

(δ,δ⊆γε,ε⊆α)

(−1)|δ|+|ε|χ

 ∑
(j,l)∈δ

2n−l −
∑
l∈ε

2n−l

 ,

тогда

dγα = (−1)|γ|+|α| bγα

2m−|γ‖
=

∑
(δ,δ⊆γε,ε⊆α)

(−1)|δ|+|ε|χ

 ∑
(j,l)∈δ

2n−l −
∑
l∈ε

2n−l


Если |γ ∪ α| = h, то получаем рекуррентное соотношение

dγα = (−1)|γ|+|α|χ

 ∑
(j,l)∈γ

2n−l −
∑
l∈α

2n−l

+

+
∑

( γ1⊆γ,α1⊆α|γ1∪α1|=h−1)

dγ1α1 −
∑

( γ2⊆γ,α2⊆α|γ2∪α2|=h−2)

dγ2α2 + . . .

Замечание. Пусть L(a1, . . . , am, a0) — характеристическая функция ре-
шения уравнения, то есть равна 1, если решение есть и 0, в противном
случае. Тогда

L(a1, . . . , am, a0) = 1−
∫ 1

0
e2πK(a1,...,am,a0)itdt. (1)

Пусть, несколько видоизменяя обозначения,

K(a1, . . . , am, a0) =
∑
β,β⊆E

bβ
∏
j,j∈β

qj , (2)
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где E — множество значений индексов переменных, P (E) — множество
подмножеств E. Тогда

L(a1, . . . , am, a0) = 1−
∫ 1

0

∏
β,β⊆E

1 +
(
e2πbβit − 1

)∏
j,j∈β

qj

 dt =

=
∑
γ,γ⊆E

 ∑
( δ,δ∈P (E)
∪i,i∈δβi=γ

)

∑
α,α∈δ

(−1)|δ|+|α|+1χ

(∑
p,p∈α

bp

) ∏
j,j∈γ

qj . (3)

В общем случае, L(·) — характеристическая функция cуществования
некоторого объекта, зависящего от булевских переменных, а K(·) —
функция равная 0, если объекта не существует, и равная ненулевому
целому, если существует. Если функция K(·) может быть представлена
формулой (2), то функция L(·) представляется формулой (1) и, следова-
тельно, формулой (3).


