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Пусть k > 2, Ek = {0, 1, . . . , k − 1}. Обозначим через Pk мно-
жество всех конечноместных функций на Ek. Вследствие теоремы
А. В. Кузнецова при любом k в Pk имеется конечное число предпол-
ных классов. Все они были описаны в 1965 г. И. Розенбергом в тер-
минах сохранения некоторых предикатов. В данной работе доказан
ряд утверждений о вложении некоторых пересечений предполных
классов в некоторый (другой) предполный класс. Такие утвержде-
ния помогают построить для предполных классов так называемую
решетку пересечений, являющуюся, в определенном смысле, «осто-
вом» континуальной (при k > 2) решетки замкнутых классов в Pk,
в целях получения конечной классификации замкнутых классов.
При k = 3 решетка пересечений предполных в Pk классов построе-
на автором ранее, тогда как при всех k > 3 проблема пока остается
открытой.
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Пусть k > 3, Ek = {0, 1, . . . , k − 1}. Обозначим через Pk множество
всех конечноместных функций на Ek. Элементы множества Pk будем на-
зывать k-значными функциями или функциями k-значной логики. Опре-
деления операции суперпозиции, замкнутого класса, предполного (мак-
симального) класса, предиката и других основных понятий можно найти,
например, в [1].

Вследствие теоремы А.В. Кузнецова при любом k в Pk имеется конеч-
ное число предполных классов. Все они были описаны И. Розенбергом [2]
в терминах сохранения некоторых предикатов.

Нас будут интересовать включения

Ki1 ∩Ki2 ∩ . . . ∩Kis ⊆ Kj , (∗)

где все Kim и Kj суть предполные в Pk классы.
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Вложение вида (∗) назовем тупиковым, если после удаления любого
Kim из левой части оно становится ложным. Аналогично можно опреде-
лить тупиковые равенства пересечений предполных классов какому-то
другому (не предполному!) замкнутому классу.

Предполный класс k-значных функций, сохраняющих одноместный
центральный предикат с центром ∆ = {δ1, δ2, . . . , δr}, будем обозначать
T∆ или Tδ1,δ2,...,δr .

Теорема 1. При всех ∆ и E, удовлетворяющих условиям ∆, E ⊂ Ek и
∆ ∩ E 6= ∅, справедливо вложение

T∆ ∩ TE ⊆ T∆∩E .

Для целых s и t положим s, t =

{
s, s+ 1, . . . , t, если s 6 t;
s, s− 1, . . . , t, иначе.

Обозначим через Mα1,α2,...,αk
класс k-значных функций, монотон-

ных относительно линейного порядка α1 ≺ α2 ≺ . . . ≺ αk, а через
U∆1,∆2,...,∆l

— класс k-значных функций, сохраняющих нетривиальное
(1 < l < k) разбиение Ek = ∆1 ∪∆2 ∪ . . . ∪∆l.

Предполный класс k-значных функций, сохраняющих минималь-
ный (по числу наборов) двухместный центральный предикат с центром
{δ1, δ2, . . . , δr} ⊂ Ek, будем обозначать Cδ1δ2...δr .

Теорема 2. Справедливо вложение

M0,k−1 ∩ U{0},{1,k−1} ∩ C0 ⊆M1,k−1,0.

Замечание 1. Легко проверить, что данное вложение является тупико-
вым.

Пусть s̃, t есть произвольная перестановка элементов множества
{s, t}.

Теорема 3. В Pk справедливы следующие вложения

1) M0,k−1 ∩M0,k−1,1̃,k−2
⊆ U{0},{1,k−1}, k > 3;

2) M0,k−1 ∩M0{2,k−1}1 ⊆ U{0},{1,k−1}, k > 4;

3)
k−1⋂
σ=1

M0{Ek\{0,σ}}σ ⊆ U{0},{1,k−1}, k > 4.

Будем использовать характеристическую функцию числа a ∈ Ek:

ja(x) =

{
1, если x = a;
0, иначе.
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Замечание 2. Вложение 3) является тупиковым. Чтобы убедиться в
этом, для произвольного a ∈ Ek \ {0} определим функцию fa(x) ∈ P 1

k

следующим образом:

fa(x) = x− aja(x) =

{
0, если x = a;
x, иначе.

Пусть σ ∈ {1, k − 1}. Нетрудно видеть, что функция fa(x) принадлежит
всем классам вида M0{Ek\{0,σ}}σ, кроме M0{Ek\{0,a}}a. В то же время,
очевидно, fa(x) /∈ U{0},{1,k−1}.

Теорема 4. При любом k > 3 справедливо вложение
k−1⋂
σ=1

Cσ ⊆ U{0},{1,k−1}.

Замечание 3. Легко видеть, что вложение, фигурирующее в форму-
лировке Теоремы 4, является тупиковым. Для этого достаточно рас-
смотреть ту же функцию fa(x) и убедиться, что fa(x) ∈ Cσ при всех
σ ∈ Ek \ {0, a}, тогда как fa(x) /∈ U{0},{1,k−1}.

Пусть Ak = {0, 1, . . . , k − 1, x} (с точностью до конгруэнтных функ-
ций).

Теорема 5.
k−1⋂
σ=0

U{σ},Ek\{σ} = Ak.

Замечание 4. Очевидно, Ak вложено в любой предполный класс, содер-
жащий все константы.

Следствие 1.
k−1⋂
σ=0

Cσ = Ak.

Замечание 5. Равенства, записанные в формулировках теоремы 5 и
следствия из нее, являются тупиковыми. Для того чтобы в этом убе-
диться, при каждом a ∈ Ek рассмотрим функцию ha(x) ∈ P 1

k , которую
мы определим следующим образом:

ha(x) = x+ ja(x) =

{
a+ 1, если x = a;

x, иначе.

С одной стороны, ha(x) ∈ U{σ+1},Ek\{σ+1} ∩ Cσ при всех σ ∈ Ek \ {a}, с
другой стороны ha(x) /∈ Ak.
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Теорема 6. Для любых непустых множеств ∆ и E, удовлетворяющих
условиям ∆ ∩ E = ∅ и ∆ ∪ E ⊂ Ek, справедливо вложение

C∆ ∩ TE ⊆ T∆∪E .

Теорема 7. Пусть ∅ 6= E ⊂ Ek. Тогда

M0,k−1 ∩ TE ⊆ T0,b ∩ Ta,k−1 ∩ Ta,b, a = min
σ∈E
{σ}, b = max

σ∈E
{σ}.

Теорема 8. Пусть k > 3. Для любого нетривиального разбиения D =
{Γ,∆, E} множества Ek выполнено

MΓ,∆,E ∩ C∆ ∩ TΓ∪E ⊆ UΓ,∆∪E ∩ UΓ∪∆,E

(здесь MΓ,∆,E обозначает произвольный класс функций, монотонных
относительно любого линейного порядка на Ek, согласно которому γ ≺
δ ≺ ε при всех γ ∈ Γ, δ ∈ ∆, ε ∈ E).

Теорема 9. Пусть D = {∆, E} — нетривиальное разбиение множе-
ства Ek. Если ∅ 6= E′ ⊆ E, то

U∆,E ∩ TE′ ⊆ TE .

В заключение отметим, что ранее автором были получены аналогичные
результаты (то есть, свойства, имеющие вид вложений (∗)) для пере-
сечений предполных классов монотонных (относительно ограниченных
частичных порядков) функций [3], а также найдены пересечения пред-
полных классов, вложенные в классы функций, сохраняющих некоторые
двухместные центральные предикаты [4, 5].

Установление свойств пересечений предполных классов в виде вло-
жений (∗) помогает, в частности, построить для предполных классов так
называемую решетку пересечений, являющуюся, в определенном смыс-
ле, «остовом» континуальной (при k > 3) решетки замкнутых классов в
Pk, в целях получения конечной классификации замкнутых классов.

При k = 3 решетка пересечений предполных в Pk классов построена
автором в [6] (она содержит 1505 узлов, включая класс P3), тогда как
при всех k > 3 проблема пока остается открытой.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект
16–01–00593–а).
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