
Оценка количества классов
τ -Inf-эквивалентности для пороговых

функций

И.В. Грибушин (МГУ им. М.В. Ломоносова, Москва)

В работе исследуются относительные влияния переменных бу-
левой функции. Множество булевых функций разбивается на клас-
сы τ -Inf -эквивалентности в зависимости от максимального отно-
сительного влияния переменных. Приводятся нижняя и верхняя
оценки количества классов τ -Inf -эквивалентности для пороговых
функций. Они равны 2n/2 и n22n.
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Рассмотрим булеву функцию f : {−1, 1}n → {−1, 1} от n переменных.
Обозначим If — множество, на котором f = 1. [n] :={1, . . . , n},

[k, n] :={k, . . . , n}.
Определение 1. [?] Характеристической функцией множества S ⊆ [n]
называется:

χS :=
∏
i∈S

xi, χ∅ := 1.

Определение 2. [?] Пусть x равномерно распределено на пространстве
{−1, 1}n. Коэффициентом Фурье функции f относительно S ⊆ [n] назы-
вается:

f̂(S) := f̂S :=Ef(x)χS(x).

Из равенства Парсеваля выводится следующее утверждение.

Утверждение 1. [?] ∑
S⊆[n]

f̂(S)2 = 1.
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Если x = (x1, . . . , xi, . . . , xn), то обозначим

x⊕i :=(x1, . . . ,−xi, . . . , xn).

Также если x = (x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn), i < j, то обозначим

xi↔j :=(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn).

Определение 3. [?] Влиянием i-ой переменной на функцию f называ-
ется:

Infi :=Prx∈{−1,1}n [f(x) 6= f(x⊕i)].

Определение 4. Функции f и f̃ называются эквивалентными, если они
имеют одинаковые множества влияний переменных:

{Infi(f)|i ∈ [n]} = {Infi(f̃)|i ∈ [n]}.

Замечание 1. Следующие три операции сохраняют эквивалентность в
смысле определения 4:

1) f ∼ f̃ = −f ;
2) f ∼ f̃ = f(x⊕i);
3) f ∼ f̃ = f(xi↔j).

Замечание 2. Принимая во внимание операцию 3, можно считать, что
переменные любой функции f упорядочены по убыванию своих влияний:

Inf1 > Inf2 > . . . > Infn.

Замечание 3. [?]
Infi(f) =

∑
i∈S⊆[n]

f̂(S)2.

Утверждение 2. [?] Для любой монотонной булевой функции f имеет
место:

Infi = f̂{i}.

Определение 5. [?] Полным влиянием функции f называется:

Inf(f) :=

n∑
i=1

Infi(f).
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Определение 6. Относительным влиянием i-ой переменной на функ-
цию f называется:

τi =
Infi(f)

Inf(f)
.

Определение 7. [?] f называется τ -регулярной для некоторого τ > 0,
если ∀i ∈ [n]:

Infi(f) 6 τInf(f).

Определение 8. Пусть p : {−1, 1}n → R — линейный многочлен, f =
sign(p), тогда функция f : {−1, 1}n → {−1, 1} называется пороговой.

Из определения 7 имеем:

max
i∈[n]

Infi(f) 6 τInf(f)⇒ max
i∈[n]

Infi(f)

Inf(f)
6 τ.

Так как для любой τ -регулярной функции имеет смысл рассматри-
вать только наименьшее значение τ , получаем:

τ(f) = max
i∈[n]

Infi(f)

Inf(f)
(1)

Получили, что τ(f) является максимальным относительным влияни-
ем среди всех относительных влияний переменных функции f .
Определение 9. Функции f и g называются τ -Inf -эквивалентными,
если τ(f) = τ(g).

Замечание 4. Из формулы (??) следует, что 1
n 6 τ(f) 6 1, где n —

количество существенных переменных у функции f .

Утверждение 3. [?] Относительное влияние переменных любой поро-
говой функции, существенно зависящей от n > 2 переменных, лежит
на отрезке

[
1
n ,

2n−1−1
2n−1+n−2

]
.

Обозначим Mτ (n), Tτ (n) и Bτ (n) количество классов τ -Inf -эквива-
лентности для монотонных, пороговых и булевых функций от n пере-
менных соответственно.
Замечание 5. Так как множество монотонных функций является под-
множеством множества пороговых функций, и для любой пороговой
функции f существует эквивалентная ей монотонная пороговая функ-
ция (см. [?]), значит, множество значений τ на монотонных функциях
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равно множеству значений τ на пороговых функциях, следовательно,
Tτ (n) =Mτ (n).
Замечание 6. Так как множество пороговых функций является под-
множеством множества булевых функций, то Tτ (n) 6 Bτ (n).

Утверждение 4. [?] Множество пороговых функций от 3 переменных
разбивается на 5 классов τ -Inf -эквивалентности:

{
0, 13 ,

1
2 ,

3
5 , 1
}
, а мно-

жество пороговых функций от 4 переменных — на 10 классов τ -Inf -
эквивалентности:

{
0, 14 ,

1
3 ,

3
8 ,

2
5 ,

5
12 ,

1
2 ,

3
5 ,

7
10 , 1

}
.

Утверждение 5. Bτ (n+ 1) 6 n22n.

Доказательство. Из определения 3 следует, что Infi может прини-
мать значения вида a/2n, где a ∈ [0, 2n]. Воспользуемся тем, что Infi
можно упорядочить по убыванию (см. замечание 2), тогда Inf1 ∈{

1
2n ,

2
2n , . . . ,

2n

2n

}
и Inf ∈

{
1
2n ,

2
2n , . . . ,

n2n

2n

}
. Значит, дробь τ = Inf1

Inf может
принимать не более n22n различных значений. Утверждение доказано.

Теорема 1. Tτ (n+ 1) > 2[n/2].

Доказательство. Пусть gj(x1, . . . , xn) и fj(x1, . . . , xn+1) — функции от
n и n+ 1 переменной соответственно, где j ∈

[
2k
]
, k ∈ [n].

gj(x1, . . . , xn) =

{
1, если

∑n
i=1(xi + 1)2i−2 < j;

−1, иначе.

fj(x1, . . . , xn+1) =

{
1, если xn+1 = 1;
gj(x1, . . . , xn), если xn+1 = −1.

Из способа задания функций gj и fj следует, что все они являются по-
роговыми. Найдём влияния переменных для функции fj :

Infi(fj) =
Infi(gj)

2
6

1

2
, где i ∈ [n];

Infn+1(fj) =
2n+1 − 2|Igj |

2n+1
=

2n − |Igj |
2n

>
2n − 2k

2n
= 1− 2k−n.

Если k 6 n − 1, то Infn+1(fj) > 1 − 2−1 = 1
2 > Infi(fj), где i ∈ [n],

следовательно, получаем, что τ(fj) = maxi∈[n+1]
Infi(fj)
Inf(fj)

=
Infn+1(fj)
Inf(fj)

. По-
смотрим, как меняется τ(fj) при увеличении j на 1:
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|Igj+1 | = |Igj |+ 1;

Infi(fj+1) = Infi(fj)±
1

2n
, где i ∈ [k];

Infi(fj+1) = Infi(fj) +
1

2n
, где i ∈ [k + 1, n];

Infn+1(fj+1) =
2n − |Igj+1 |

2n
=

2n − |Igj | − 1

2n
= Infn+1(fj)−

1

2n
.

Сравним τ(fj) и τ(fj+1):

τ(fj)− τ(fj+1) =
Infn+1(fj)

Inf(fj)
− Infn+1(fj+1)

Inf(fj+1)
=

=
Infn+1(fj)Inf(fj+1)− Infn+1(fj+1)Inf(fj)

Inf(fj)Inf(fj+1)
.

Так как Inf(fj)Inf(fj+1) > 0, оставим только числитель:

Infn+1(fj)Inf(fj+1)− Infn+1(fj+1)Inf(fj) =

= Infn+1(fj)

(
n∑
i=1

Infi(fj+1) + Infn+1(fj+1)

)
−

− Infn+1(fj+1)

(
n∑
i=1

Infi(fj) + Infn+1(fj)

)
=

= Infn+1(fj)
n∑
i=1

Infi(fj+1)− Infn+1(fj+1)
n∑
i=1

Infi(fj) =

=

(
Infn+1(fj+1) +

1

2n

) n∑
i=1

Infi(fj+1)− Infn+1(fj+1)
n∑
i=1

Infi(fj) =

= Infn+1(fj+1)

n∑
i=1

(Infi(fj+1)− Infi(fj)) +
1

2n

n∑
i=1

Infi(fj+1).

n∑
i=1

(Infi(fj+1)− Infi(fj)) =

=
k∑
i=1

(Infi(fj+1)− Infi(fj)) +
n∑

i=k+1

(Infi(fj+1)− Infi(fj)) =
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=

k∑
i=1

(Infi(fj+1)− Infi(fj)) +
n∑

i=k+1

1

2n
>

>
k∑
i=1

−1
2n

+
n− k
2n

=
−k
2n

+
n− k
2n

=
n− 2k

2n
.

Таким образом, мы показали, что τ(fj) − τ(fj+1) > 0 при k 6 [n/2]. То
есть для различных fj , где j ∈ [2k], будут получаться различные τ(fj).
Значит, мы построили последовательность из 2[n/2] пороговых функций
с различными значениями τ. Из этого следует, что Tτ (n + 1) > 2[n/2].
Теорема доказана.

Соединив вместе замечания 5, 6, утверждение (??) и теорему (??),
получаем следующие оценки количества классов τ -Inf -эквивалентности:

2[n/2] 6Mτ (n+ 1) = Tτ (n+ 1) 6 Bτ (n+ 1) 6 n22n.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю
А.А. Ирматову за внимание к работе и полезные обсуждения.
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