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В работе рассматривается задача параметро-
эффективной расшифровки линейных функций k-значной
логики в рамках модели точной расшифровки. Получены
точные значения сложности расшифровки для малого
количества существенных переменных. Получены верхние
и нижние оценки для общего случая для двух типов
запросов: на значение и на сравнение. При стремлении
числа переменных к бесконечности получен порядок
сложности расшифровки для обоих типов запросов.
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Введение

На практике часто может возникнуть ситуация, когда нам
дано некоторое устройство — “черный ящик”, про которое мы
знаем некоторую частичную информацию, например, что оно
принадлежит некоторому классу устройств, и нам хочется по-
нять, что за устройство перед нами. При этом мы можем пода-
вать на вход устройства некоторые сигналы и снимать с вы-
ходов устройства результат. Если такое устройство является
конечным автоматом [1–11], то раздел науки, занимающийся
анализом таких устройств называется эксперименты с автома-
тами [12–16]. При этом если у нас есть только одно такое
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устройство, то эксперимент называется простым, и мы, пода-
вая на вход устройства входные воздействия, понимаем, что его
состояние меняется каждый такт. Если у нас имеются несколь-
ко копий устройства, то эксперимент называется кратным. Ес-
ли исследуемое устройство является устройством без памяти,
то необходимость в нескольких копиях отпадает. Раздел нау-
ки, занимающийся анализом устройств без памяти называется
расшифровкой функций, а в зарубежной литературе Machine
Learning (машинное обучение).

Расшифровка функции — это игра между “учеником” (алго-
ритмом расшифровки) и “учителем”, в которой “учитель” зага-
дывает функцию из класса, известного “ученику”, и тот должен
за наименьшее количество запросов разрешенного вида разга-
дать функцию.

Наиболее известны две модели расшифровки функций: мо-
дель точной расшифровки (exact learning) [17–30] и модель ве-
роятно примерно точной расшифровки (probably approximately
correct leaning, PAC) [30–35].

В модели точной расшифровки “ученик” должен точно рас-
шифровать загаданную “учителем” функцию, то есть полностью
восстановить таблицу значений функции, или если эта функция
не дискретная, то восстанавливать ее с некоторой точностью
(в этом случае этот процесс называется интерполяцией функ-
ции [36]). При вероятно примерно точной расшифровке “уче-
ник” не может выбирать набор, значение функции на котором
он хочет узнать. Он делает запрос к функции, а “учитель”, руко-
водствуясь заранее определенным распределением вероятности
на области определения функции, выбирает набор значений ар-
гументов и выдает “ученику” пару: набор и значение функции
на этом наборе. Цель “ученика” — восстановить вектор значе-
ний загаданной функции так, чтобы вероятность ошибки была
небольшой.

Одной из первых рассматривалась задача расшифровки мо-
нотонных булевых функций. Эта же задача является наиболее
полно решенной [18–21]. В работах [22–25] получено решение
задачи расшифровки функции разбиения булевого куба на под-
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кубы. В работе [26] предлагается общий подход к параллельной
параметро-эффективной расшифровке интервально-постоянных
функций. Этот класс функций включает в себя, в частности,
и монотонные функции и функции разбиения булевого куба на
подкубы.

В работе [27] рассматривалась задача расшифровки порого-
вых функций, а в работах [28, 29] исследовалась задача рас-
шифровки арифметических сумм монотонных конъюнкций. И,
наконец, в работах [30–32] изучалась задача расшифровки ли-
нейных булевых функций.

О параметро-эффективной расшифровке говорят, если функ-
ции из загадываемого класса зависят от большого числа пере-
менных, но известно, что загаданная функция зависит суще-
ственно от малого числа переменных, и сложность расшифров-
ки зависит от числа существенных переменных (даже если это
число неизвестно “ученику”) и слабо зависит от общего числа
переменных (это число всегда известно “ученику”).

В данной работе рассматривается задача параметро-
эффективной расшифровки линейных функций k-значной логи-
ки в рамках модели точной расшифровки. Задача рассматрива-
ется в двух вариантах:

1) “ученик” может задавать “учителю” запросы на значение:
подать “учителю” один набор, ответ на запрос: значение
функции на этом наборе

2) “ученик” может задавать “учителю” запросы на сравнение:
подать “учителю” два набора, ответ на запрос: вернуть на
каком наборе значение больше или сказать, что значения
на обоих наборах равны.

В работах [37, 38] рассматривалась расшифровка функций
ранжирования интернет поисковиков запросами на сравнение.

В работе [30] было получено, что сложность расшифровки
линейных булевых функции f , существенно зависящей от p
переменных, равна сложности расшифровки функции f , суще-
ственно зависящей от n−p переменных, а также в рамках моде-
ли точной расшифровки запросами на значение получены верх-
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ние оценки: ] log n[ для p = 1, 3] log n[−2 для p = 2, 4] log n[−3
для p = 3.

В работах [30], [31], [32] была рассмотрена эта задача
для произвольного p в рамках модели вероятно примерно точ-
ной расшифровки PAC. Для этой модели в работе [30] по-
лучена оценка O(p log n/p). В работе [31] получена оценка
O(n1− 1

p log n), если известно, что загаданная функция зависит
от не более чем p переменных.

В работе [40] была рассмотрена задача расшифровки линей-
ных булевых функций в рамках модели точной расшифровки
запросами на значение, получена верхняя оценка сложности
p log n+ p.

В настоящей работе в рамках модели точной расшифровки
получены оценки сложности расшифровки запросами на значе-
ние линейных булевых функций для случаев p = 2 и p = 3, от-
личающиеся от точного значения не более чем на 2, получены
верхние и нижние оценки сложности параметро-эффективной
расшифровки запросами на значение и запросами на сравнение
линейных функций k-значной логики с нулевым свободным чле-
ном. При стремлении числа переменных к бесконечности полу-
чен порядок сложности расшифровки для обоих типов запросов.

Автор выражает благодарность д.ф.-м.н. профессору
Э.Э.Гасанову за научное руководство и помощь в работе.

Основные понятия и формулировка результатов.

Пусть Ψ(k)       —       некоторый класс функций k-значной ло-
гики (k > 2). Тогда Ψn(k) ⊆ Ψ(k) есть подкласс, состоя-
щий из функций, зависящих от n переменных x0, x1, . . . , xn−1;
Ψp,n(k) ⊆ Ψn(k) есть подкласс, состоящий из функций от n
переменных x0, . . . , xn−1, существенно зависящих ровно от p пе-
ременных.

Под запросом на значение к функции f ∈ Ψ(k) будем пони-
мать вектор (набор) a ∈ En, E = {0, 1, . . . , k − 1}. Под ответом
на запрос на значение будем понимать значение f(a).

124



Параметро-эффективная расшифровка линейных функций k-значной логики

Под запросом на сравнение к функции f ∈ Ψ(k) будем по-
нимать пару (a, b), a, b ∈ En, E = {0, 1, . . . , k − 1}. Под ответом
на запрос на сравнение будем понимать значение

sign(f(a) - f(b)) =

 1 если f(a) > f(b)
0 если f(a) = f(b)
−1 если f(a) < f(b)

Если в дальнейшем будем рассматривать задачу расшифров-
ки запросами на значение, то будем в обозначениях дописывать
индекс V , если запросами на сравнение, то C .

Под алгоритмом расшифровки будем понимать условный
эксперимент, который последовательно генерирует запросы к
функции в зависимости от ответов на предыдущие запросы.
Будем говорить, что алгоритм расшифровывает функцию f
из Ψn(k), если значения функции на наборах, сгенерирован-
ных условным экспериментом, однозначно определяют таблицу
значений функции f при условии, что f ∈ Ψn(k). Скажем, что
алгоритм расшифровывает класс функций Ψ(k), если для лю-
бого n ∈ N он расшифровывает любую функцию из Ψn(k) при
условии, что он получает n в виде входного параметра. Обо-
значим множество алгоритмов расшифровки класса Ψ(k) через
A(Ψ(k)). Любой элемент множества A(Ψ(k)) можно понимать и
как единичный алгоритм, получающий n на вход, и как после-
довательность алгоритмов, такую что n-й алгоритм последова-
тельности расшифровывает функции из Ψn(k).

Пусть A ∈ A(Ψ(k)), f ∈ Ψ(k), тогда обозначим через ϕ(A, f)
число запросов на значение функции, требуемое алгоритму A
для расшифровки функции f . Будем называть ϕ(A, f) сложно-
стью алгоритма A на функции f .

Положим

ϕ(Ψ(k), n, p) = min
A∈A(Ψ(k))

max
f∈Ψp,n(k)

ϕ(A, f).

Алгоритм расшифровки, на котором достигается минимум —
это такой алгоритм, который работает лучше других алгоритмов
на самой плохой функции из класса.
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Далее под операцией + будем понимать обычное сложение
чисел, под операцией ⊕ - сложение по модулю k. Под операци-
ей · будем понимать умножение по модулю k. Если под этими
знаками будет пониматься иная операция, то будет отдельно
уточнено.

Пусть Φ(k, n, p) — множество функций вида
f(x0, x1, . . . , xn−1) = c0x0 ⊕ c1x1 ⊕ . . . ⊕ cn−1xn−1, ci, xi ∈
{0, 1, 2, . . . , k − 1}, |{i : ci 6= 0}| = p.

Поскольку в данной работе мы будем исследовать только
такие функции, то обозначим

ϕ(k, n, p) = ϕ(Φ(k), n, p).

Предложенные алгоритмы расшифровки заключаются в

1) нахождении существенных переменных xi, то есть при ко-
торых ci 6= 0

2) нахождении значений ненулевых коээфициентов ci.

Будем говорить, что алгоритм находит существенную пе-
ременную и коэффициент перед ней функции f из Φ(k, n, p),
если по значениям функции на наборах, сгенерированных ал-
горитмом, мы хотя бы для одной переменной функции f одно-
значно можем сказать, что она является существенной и знаем
значение коэффициента перед ней. Обозначим множество алго-
ритмов, находящих существенную переменную и коэффициент
перед ней для класса Φ(k, n, p) через G(Φ(k, n, p)).

Пусть A ∈ G(Φ(k, n, p)), f ∈ Φ(k, n, p), тогда обозначим через
µ(A, f) число запросов на значение функции, требуемое алго-
ритму A для нахождения какой-либо существенной переменной
и коэффициента перед ней функции f .

Положим

µ(k, n, p) = min
A∈G(Φ(k,n,p))

max
f∈Φ(k,n,p)

µ(A, f).

Если a — вещественное число, то через ]a[ или ceil(a) обо-
значим наименьшее целое не меньшее a, через [a] обозначим
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наибольшее целое не большее a. Под log n будем понимать дво-
ичный логарифм от n.

Пусть Ek = {0, 1, . . . , k − 1}, En
k = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ Ek, 1 6

i 6 n}.
Под d(a, b) будем понимать |{i : 1 6 i 6 n, ai ⊕ bi 6= 0}|,

a, b ∈ En
k .

Будем называть подмножество G = {g1, . . . , gs} множества
En

k кодом длины n с кодовым расстоянием D, если для любых
двух его элементов gi и gj d(gi, gj) > D.

Будем называть код G k – линейным (n, p) – кодом, если он
является p – мерным линейным подпространством пространства
En

k c операциями сложения по модулю k в качестве внутреннего
закона композиции, и умножения на число из En

k по модулю k
в качестве внешнего закона композиции.

Матрицу H ∈ Em×n
2 будем называть проверочной матрицей

k – линейного (n, p) кода G, если Hg = 0 ∀g ∈ G и Hx 6= 0
∀x 6∈ G.

Будем говорить, что вектор принадлежит нулевому про-
странству матрицы, если он ортогонален каждой строке мат-
рицы.

Весом ||g|| элемента g ∈ En
k будем называть число |{i : 1 6

i 6 n, gi 6= 0}|.

Теорема 1. Для любого натурального n, n > 2, справедливы
неравенства 2] log n[−2 6 ϕV (2, n, 2) 6 2] log n[−1, причем если
log n− [log n] ∈ {0} ∪ (1/2, 1), то ϕV (2, n, 2) = 2] log n[−1.

Теорема 2. Для любого натурального n, n > 5, справедливы
соотношения

1) 3] log n[−4 6 ϕV (2, n, 3) 6 3] log n[−2, если log n − [log n] ∈
(0, 1/3]

2) 3] log n[−3 6 ϕV (2, n, 3) 6 3] log n[−2, если log n − [log n] ∈
(1/3, 2/3]

3) ϕV (2, n, 3) = 3] log n[−2, если log n− [log n] ∈ {0} ∪ (2/3, 1).
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Теорема 3. Для любых натуральных n, k, p (n > 2, 1 6 p <
n/2, k > 2) имеет место следующее неравенство ϕV (k, n, p) 6
1 + (p− 1) · (] log2 (k − 1)[+] log2 (n− 1)[) + p] log2 n[.

Теорема 4. Для любых натуральных n, k, p (n > 2, 1 6 p <
n/2, k > 2) имеет место следующее неравенство

1) ϕC(k, n, p) 6 1 + (p − 1) · (] log2 (k − 1)[+] log2 (n− 1)[) +
p] log2 n[+p·] log2 k[, если k > 2;

2) ϕC(k, n, p) 6 1 + (p − 1) · (] log2 (k − 1)[+] log2 (n− 1)[) +
p] log2 n[, если k = 2.

Теорема 5. Для любых натуральных n, k, p (n > 2, 1 6 p <
n/2, k > 2) имеет место следующее неравенство ϕV (k, n, p) >
p log2 (k − 1) + p · log2 (n− p+ 1)− log2 p.

Теорема 6. Для любых натуральных n, k, p (n > 2, 1 6 p <
n/2, k > 2) имеет место следующее неравенство ϕC(k, n, p) >
p log2 (k − 1) + p · log2 (n− p+ 1)− log2 p.

Из теорем 3, 4, 5, 6 получаем

Следствие 1. ϕV (k, n, p) = ϕC(k, n, p) = O(p log n) при n −→∞

Оценки сложности расшифровки запросами на
значение линейных булевых функций от двух пе-
ременных

Приведем сначала классическую мощностную нижнюю оцен-
ку.

Лемма 1 (мощностная нижняя оценка). Для любого класса
функций Ψ(k), любого алгоритма A, расшифровывающего
класс Ψ(k), для любого натурального n существует такая
функция f из Ψn(k), что ϕV (A, f) >] log2 |Ψn(k)|[.
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Доказательство. Любой запрос a = (a0, a1, . . . , an−1) на значе-
ние функции разбивает множество функций Ψ(k)n на два под-
множества: те функции, которые на наборе a принимают значе-
ние f(a), и те — которые на этом наборе принимают значение
не f(a).

Чтобы найти функцию, которую произвольным фиксирован-
ным алгоритмом трудно расшифровать, нам достаточно “пря-
тать” искомую функцию в множестве большей мощности. В
этом случае каждый запрос будет сокращать множество потен-
циальных функций в лучшем случае в 2 раза. И, значит, если
число запросов будет меньше чем ] log |Φn|[, то расшифровывае-
мая функция будет находиться в множестве мощности не менее
2, а, значит, еще не определена однозначно.

Лемма доказана.

Лемма 2. Для любого натурального n, n > 2, справедли-
во неравенство ϕV (2, n, 2) > 2] log n[−2, причем если log n −
[log n] ∈ {0} ∪ (1/2, 1), то ϕV (2, n, 2) > 2] log n[−1.

Доказательство. Множество Φ(2, n, 2) имеет мощность C2
n =

n(n − 1)/2 = n2/2 − n/2. Так как при n > 2 справедливо нера-
венство n2/2− n/2 > n2/4, то с учетом леммы 1 имеем

ϕV (2, n, 2) >] logC2
n[>] log n2/4[=]2 log n[−2,

т.е.
ϕV (2, n, 2) >]2 log n[−1.

Обозначим [log n] = m, c = log n −m, c ∈ [0, 1), т.е. log n =
m+ c.

Если c = 0, то 2] log n[= 2m =]2 log n[.
Если c ∈ (0, 1/2], то 2] log n[= 2m + 2, а ]2 log n[=]2m + 2c[=

2m+ 1, т.е. ]2 log n[= 2] log n[−1.
Если c ∈ (1/2, 1), то 2] log n[= 2m + 2, а ]2 log n[=]2m + 2c[=

2m+ 2, т.е. ]2 log n[= 2] log n[.
Лемма доказана.

Теперь получим верхнюю оценку для ϕV (2, n, 2).
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Пусть B — некоторое подмножество множества переменных
{x0, x1, ..., xn−1}. Под запросом на множестве B будем пони-
мать запрос значения функции f на наборе, в котором все пере-
менные из B установлены в 1, а остальные в 0. Будем обозна-
чать его f(B).

Лемма 3. Если B ⊆ {x0, x1, ..., xn−1} и в B содержится нечет-
ное число существенных переменных функции f из Φ(2, n, p),
то одну из существенных переменных множества B можно
найти за не более ] log |B|[ запросов.

Доказательство. Разделим B произвольным образом на два
непересекающихся множества B1 и B2, отличающиеся по мощ-
ности не более чем на 1. Запросим значение на B1. Если оно
равно 0 (то есть в B1 четное число существенных переменных,
а значит во множестве B2 нечетное), положим B = B2, иначе,
положим B = B1. Затем опять разделим B на два множества и
т.д, до тех пор пока B состоит из более чем одной переменной.
Получившееся в итоге множество B состоит из одной перемен-
ной, которая и является существенной. Поскольку каждый раз
множество B делится надвое, то для нахождения существенной
переменной потребуется не более ] log |B|[ запросов.

Лемма доказана.

Как следствие получаем следующий результат, ранее опуб-
ликованный в [30].

Следствие 2. Для любого натурального n имеет место ра-
венство ϕV (2, n, 1) =] log n[.

Доказательство. Согласно мощностной нижней оценке
ϕV (2, n, 1) >] log |Φ(2, n, 1)|[=] log n[. С другой стороны, посколь-
ку любая функция из Φ(2, n, 1) имеет одну существенную
переменную, то согласно лемме 3 ее можно найти не более чем
за ] log n[ запросов.

Введем Bi — подмножество переменных множества B, у ко-
торых в двоичном представлении номера переменной i-й бит
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равен 1 (нумерация идет от младших значимых битов, начиная
с 0).

Например, пусть n = 8, B = {x1, x3,, x4}. Тогда B0 = {x1, x3},
B1 = {x3}, B2 = {x4}.

Лемма 4. Для любого натурального n, n > 2, справедливо
неравенство ϕV (2, n, 2) 6 2] log n[−1.

Доказательство. Пусть B = {x0, x1, ..., xn−1}. Запросим значе-
ние искомой функции f на множествах Bi, i = 0, 1, ..., ] log n[−1,
т.е. сделаем ] log n[ запросов.

Если на Bi функция f равна 0, то в Bi содержится четное
число существенных переменных, т.е. в нашем случае либо 0,
либо 2, и, значит, i-й бит в номерах обоих существенных пере-
менных одинаков.

Если f(Bi) = 1, то в Bi содержится нечетное число суще-
ственных переменных, что в нашем случае означает, что в Bi

содержится ровно одна существенная переменная. Следователь-
но, номера существенных переменных по i-му биту отличаются.

Поскольку номера существенных переменных отличны, то
обязательно существует хотя бы один бит, на котором они
отличаются. Пусть эти номера отличаются в p-м бите. Тогда
f(Bp) = 1, и в Bp содержится ровно одна существенная пере-
менная. Согласно лемме 3 мы можем найти эту переменную за
] log |Bp|[ запросов. Учитывая, что |Bp| 6 2] logn[−1, имеем, что на
нахождение этой переменной мы потратим не более ] log n[−1
запросов.

Остается заметить, что поскольку мы опросили значение
функции f на каждом из запросов Bi, то мы для каждого
i ∈ {0, 1, ..., ] log n[−1} знаем совпадают ли i-е биты номеров
существенных переменных. Тем самым, зная одну переменную,
мы автоматически узнаем и вторую существенную переменную.

Таким образом, задав не более чем 2] log n[−1 запросов, мы
узнаем обе существенные переменные функции. Лемма доказа-
на.

Теорема 1 является простым следствием лемм 2 и 4.
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Оценки сложности расшифровки запросами на
значение линейных булевых функций от трех пе-
ременных

Лемма 5. Для любого натурального n, n > 5, справедливо
неравенство ϕV (2, n, 3) > 3] log n[−4, причем

1) если log n− [log n] ∈ (1/3, 2/3], то ϕV (2, n, 3) > 3] log n[−3;

2) если log n − [log n] ∈ {0} ∪ (2/3, 1), то ϕV (2, n, 3) >
3] log n[−2.

Доказательство. Множество Φ(2, n, 3) имеет мощность C3
n =

n(n − 1)(n − 2)/6 = n3/6 − n2/2 + n/3. Так как при n > 5 спра-
ведливо неравенство n3/6−n2/2+n/3 > n3/8, то с учетом леммы
1 имеем

ϕV (2, n, 3) >] logC3
n[>] log(n3/8)[=]3 log n[−3,

т.е.
ϕV (2, n, 3) >]3 log n[−2.

Обозначим [log n] = m, c = log n −m, c ∈ [0, 1), т.е. log n =
m+ c.

Если c = 0, то 3] log n[= 3m =]3 log n[.
Если c ∈ (0, 1/3], то 3] log n[= 3m + 3, а ]3 log n[=]3m + 3c[=

3m+ 1, т.е. ]3 log n[= 3] log n[−2.
Если c ∈ (1/3, 2/3], то 3] log n[= 3m+ 3, а ]3 log n[=]3m+ 3c[=

3m+ 2, т.е. ]3 log n[= 3] log n[−1.
Если c ∈ (2/3, 1), то 3] log n[= 3m + 3, а ]3 log n[=]3m + 3c[=

3m+ 3, т.е. ]3 log n[= 3] log n[.
Лемма доказана.

Лемма 6. Для любого натурального n, n > 3, справедливо
неравенство ϕV (2, n, 3) 6 3] log n[−2.

Доказательство. Пусть B = {x0, x1, ..., xn−1}. Запросим зна-
чение f на B0. Если f(B0) = 1, положим C = B0, ина-
че C = B \ B0. В C содержится нечетное количество суще-
ственных переменных. Согласно лемме 3 одну из существен-
ных переменных можно найти за ] log |C|[ запросов. Поскольку
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|C| 6 2] logn[−1, имеем, что для нахождения одной существенной
переменной мы потратили не более ] log n[−1 запросов.

Теперь применяя лемму 4 к B, найдем за не более 2] log n[−2
запросов остальные существенные переменные (мы уже знаем
значение f на B0, поэтому не нужно заново запрашивать это
значение, следовательно потребуется за один запрос меньше).

Таким образом, задав не более 1+(] log n[−1)+(2] log n[−2) =
3] log n[−2 запросов, мы узнаем все существенные переменные
функции f .

Лемма доказана.

Теорема 2 является следствием лемм 5 и 6.

Верхние оценки для общего случая.

Расшифровка запросами на значение.

Лемма 7. Если f ∈ Φ(k, n, p), B ⊆ {x1, . . . , xn}, f(B) 6= 0, то
µ(k, n, p) 6 ceil(log2 |B|) запросов на значение.

Доказательство. Разделим произвольным образом B на два
множества B0, B1, отличающиеся по мощности не более чем на
1. Запросим значение f(B0). Если f(B0) 6= 0, положим B = B0,
иначе B = B1. Будем продолжать делить, пока B состоит из
более чем одной переменной.

Переменная, оставшаяся в B в итоге, и есть существенная,
а коэффициент при ней в представлении f равен f(B).

Каждый раз множество B сокращается по мощности в ми-
нимум два раза, поэтому потребуется ] log2 |B|[ запросов на зна-
чение.

Лемма 8. В каждом k – линейном коде G кодовое расстояние
D равно весу его минимального ненулевого элемента: D =
ming 6=0,g∈G ||g||.

Доказательство. Кодовое расстояние не больше веса мини-
мального ненулевого элемента, так как (0, . . . , 0) ∈ G. Покажем,
что D не может быть строго меньше этого числа.
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Доказывать будем от противного. Пусть D < ming 6=0,g∈G||g||.
Значит, существуют g1, g2 ∈ G такие, что d(g1, g2) <
ming 6=0,g∈G||g||. Имеем, d(g1, g2) = ||g1 ⊕ g2||, g1 ⊕ g2 ∈ G. По-
лучается, ||g1 ⊕ g2|| < ming 6=0,g∈G||g||. Противоречие.

Отсюда следует, что D = ming 6=0,g∈G ||g||.

Лемма 9. Для того, чтобы матрица H была проверочной
матрицей k – линейного кода с кодовым расстоянием D необ-
ходимо и достаточно, чтобы любые D−1 столбцов матрицы
H были линейно независимы.

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть H - прове-
рочная матрица k - линейного кода G с кодовым расстоянием
D.

Если в матрице H линейная комбинация столбцов hi1, hi2,
. . . , his α1hi1 ⊕ α2hi2 ⊕ . . . ⊕ αshis = 0, где αi 6= 0, то Hv = 0
для v, у которого компоненты с номерами i1, i2, . . . , is соответ-
ственно равны α1, α2, . . . , αs, а остальные компоненты равны
0. Получается, v ∈ G, по лемме 8 следует s > D. Значит, любая
нетривиальная комбинация из меньше чем D столбцов будет
линейно независима. Необходимость доказана.

Докажем достаточность. Пусть любые D − 1 столбцов мат-
рицы H линейно независимы. Тогда произведение матрицы H и
любого ненулевого вектора v с не более чем D − 1 ненулевыми
компонентами не равно нулевому вектору. Заметим, что нулевое
пространство матрицы H и будет k - линейным кодом с кодовым
расстоянием не меньшим D. Достаточность доказана.

Лемма 10. Если числа n, m > 1, D > 1, k > 2 удовлетворяют
неравенству 2m >

(
n−1
D−1

)
·(k − 1)D−1, то существует провероч-

ная матрица H ∈ Em×n
2 k – линейного кода с расстоянием

D + 1.

Доказательство. В качестве первого столбца выберем любой
вектор из Em

2 . Предположим, что уже выбраны первые j < n
столбцов матрицы так, что любые D из них линейно незави-
симы. Есть

(
j

D−1

)
· (k − 1)D−1 способов выбрать линейную ком-

бинацию из D − 1 столбцов из них. Поэтому в качестве j + 1
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столбца
(

j
D−1

)
· (k − 1)D−1 векторов нельзя выбирать. Но так как

2m >
(
n−1
D−1

)
· (k − 1)D−1 >

(
j

D−1

)
· (k − 1)D−1, существует хотя бы

один вектор, который можно выбрать в качестве j + 1 столб-
ца. По лемме 9 полученная в итоге матрица будет проверочной
матрицей кода с расстоянием D + 1.

Лемма 11. Пусть A1, A2, . . . , Am - строки проверочной мат-
рицы H ∈ Em×n

2 с кодовым расстоянием p + 1, f ∈ Φ(k, n, p).
Тогда f можно расшифровать за не более m+p] log2 n[ запро-
сов на значение.

Доказательство. Пусть c = (c1, c2, . . . , cn), где ci – ко-
эффициенты в представлении f . Заметим, что Hc =
(f(A1), . . . , f(Am))T .

Узнаем значения f(A1), f(A2), . . . , f(Am). Так как у вектора
c ровно p ненулевых компонент, то по определению проверочной
матрицы Hc 6= 0. То есть существует r такой, что f(Ar) 6= 0.
Воспользуемся леммой 7 и за не более ] log2 n[ запросов на зна-
чение найдем существенную переменную xi и коэффициент ci
перед ней в представлении f . Далее положим f = f − ci · xi
и получим задачу с меньшим числом существенных перемен-
ных и аналогично будем находить одну за одной существенные
переменные, пока не найдем все. Только запрашивать заново
f(A1), f(A2), . . . , f(Am) ненужно, можно восстановить отве-
ты на новые запросы на основе номеров и коэффициентов уже
разгаданных существенных переменных. Итого, будет сделано
не более m + p] log2 n[ запросов на значение для расшифровки
f .

Докажем теорему 3

Доказательство. Построим проверочную матрицу с m рядами
и кодовым расстоянием p+ 1.

Положим S =
(
n−1
p−1

)
· (k − 1)p−1.

Заметим, что

log2 S 6 (p− 1)] log2 (k − 1)[+ log2

(
n− 1

p− 1

)
6 (p− 1)] log2 (k − 1)·
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·[+ log2 ((n− 1)(n− 2) . . . (n− p+ 1))/((p− 1)(p− 2) . . . 2 · 1) 6

6 (p− 1)] log2 (k − 1)[+(p− 1)] log2 (n− 1)[6 (p− 1)·

·(] log2 (k − 1)[+] log2 (n− 1)[). (1)

Положим m = 1+] log2 S[. По лемме 10 существует проверочная
матрица с m строками и n столбцами с кодовым расстоянием p+
1. По лемме 11 по построенной в лемме 10 проверочной матрице
можно расшифровать f за не более m + p] log2 n[6 1 + (p −
1) ·(] log2 (k − 1)[+] log2 (n− 1)[)+p] log2 n[ запросов на значение.

Расшифровка запросами на сравнение.

Известно, что f ∈ Φ(k, 1, 1), f = q ·x. Узнаем значение на сле-
дующих запросах на сравнение (2i, 2i+1), i = 0, . . . , ceil(log2 k)−
1.

Под операцией ∗ будем понимать обычное умножение чисел.

Лемма 12. Если k > 2, то по ответам на указанные выше
ceil(log2 k) запросов коэффициент q восстанавливается одно-
значно.

Доказательство. Докажем от противного. Пусть существуют a
и b (0 < a < b < k), для которых все ответы на указанные выше
запросов совпали.

Докажем индукцией по номеру запроса, что 0 < 2i∗(b−a) < k
и a · 2i < b · 2i.

База индукции. i = 0.
0 < 20 ∗ (b− a) < k и a < b.

i = 1
Пусть ответ на запрос (20, 21) равен 1. Тогда a < k 6 2 ∗ a <

2 ∗k, b < k 6 2 ∗ b < 2 ∗k, то есть a < b < k 6 2 ∗a < 2 ∗ b < 2 ∗k.
=⇒ a · 2 < b · 2, 0 < 2 ∗ (b− a) < k.
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Пусть ответ на запрос (20, 21) равен -1. Тогда a < 2 ∗ a < k,
b < 2 ∗ b < k =⇒ a · 2 < b · 2, 0 < 2 ∗ (b− a) < k.

Пусть ответ на запрос (20, 21) равен 0. Тогда a = 2 ·a, b = 2 ·b
=⇒ a = b = 0 =⇒ Противоречит тому, что a < b, значит такого
ответа на запрос не может быть.

Предположение индукции. Для i верно, что 0 < 2i∗(b−a) <
k, a · 2i < b · 2i.

Индуктивный переход. Докажем, что 0 < 2i+1 ∗ (b− a) < k,
a · 2i+1 < b · 2i+1.

Возможны 3 случая:

1) Ответ на запрос (2i, 2i+1) равен -1, то есть 0 < (a · 2i) < (a ·
2i)∗2 < k, 0 < (b ·2i) < (b ·2i)∗2 < k =⇒ Из предположения
индукции следует, что a · 2i+1 < b · 2i+1.

Теперь осталось показать, что 0 < 2i+1 ∗ (b− a) < k.

a · 2i = (a ∗ 2i) mod k.

a ∗ 2i = k ∗ p+ (a · 2i)
b ∗ 2i = k ∗ q + (b · 2i)
Из предположения индукции следует, что q = p. Действи-
тельно, если бы

• q > p, то 2i ∗ (b− a) = k ∗ (q − p) + (b · 2i − a · 2i) > k

• q < p, то 2i ∗ (b− a) = k ∗ (q − p) + (b · 2i − a · 2i) < 0

То есть

a ∗ 2i = k ∗ p+ (a · 2i)
b ∗ 2i = k ∗ p+ (b · 2i)

a ∗ 2i+1 = 2 ∗ k ∗ p+ 2 ∗ (a · 2i)
b ∗ 2i+1 = 2 ∗ k ∗ p+ 2 ∗ (b · 2i)

2i+1 ∗ (b− a) = 2 ∗ (b · 2i − a · 2i) > 0.

Так как 0 < (a ·2i) < (a ·2i)∗2 < k, 0 < (b ·2i) < (b ·2i)∗2 < k
и a · 2i < b · 2i, получаем, что 2i+1 ∗ (b− a) < k.
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2) Ответ на запрос (2i, 2i+1) равен 1, значит 0 < (a · 2i) < k 6
2 ∗ (a · 2i) < 2 ∗ k, 0 < (b · 2i) < k 6 2 ∗ (b · 2i) < 2 ∗ k, то есть
0 < (a · 2i) < (b · 2i) < k 6 2 ∗ (a · 2i) < 2 ∗ (b · 2i) < 2 ∗ k =⇒
Из a · 2i+1 < b · 2i+1.

Теперь осталось показать, что 0 < 2i+1 ∗ (b− a) < k.

a ∗ 2i = k ∗ p+ (a · 2i)
b ∗ 2i = k ∗ q + (b · 2i)
Аналогично пункту 1 показываем, что p = q. Значит

a ∗ 2i = k ∗ p+ (a · 2i)
b ∗ 2i = k ∗ p+ (b · 2i)

a ∗ 2i+1 = 2 ∗ k ∗ p+ 2 ∗ (a · 2i) = (2 ∗ p+ 1) ∗ k + x, 0 6 x < k
b ∗ 2i+1 = 2 ∗ k ∗ p+ 2 ∗ (b · 2i) = (2 ∗ p+ 1) ∗ k + y, x < y < k

0 < 2i+1 ∗ (b− a) = y − x < k.

3) Ответ на запрос (2i, 2i+1) равен 0, значит (a ·2i) = 2 · (a ·2i),
(b · 2i) = 2 · (b · 2i) =⇒ a · 2i = b · 2i = 0, что противоре-
чит предположению индукции a · 2i < b · 2i. Следовательно,
такого ответа на запрос не может быть.

Значит для любого i = 0, . . . , ceil(log2 k) верно 0 < 2i∗(b−a) < k.
Но с другой стороны, так как a < b =⇒ 2ceil(log2 k) ∗ (b − a) > k.
Противоречие. Следовательно, не найдутся такие a, b (a < b),
что ответы для них полностью совпали.

Поэтому по ответам на указанные выше ceil(log2 k) запросов
коэффициент q восстанавливается однозначно.

Докажем теорему 4

Доказательство. Для нахождения номеров существенных пе-
ременных воспользуемся теоремой 3 со следующим изменени-
ям: вместо запроса на значение f(a) будем делать запрос на
сравнение (a, (0 . . . 0)) Заметим, что везде в процессе расшиф-
ровки запросами на значение было важно только то, что ответ
на запрос отличен от нуля или нет, поэтому замена запроса на
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значение таким запросом на сравнение это свойство ответов на
запросы не изменит.

Но теорема 3 найдет нам только номера существенных пере-
менных. Для k = 2 этого достаточно, чтобы считать, что алго-
ритм расшифровал функцию. Но для k > 2 недостаточно. По-
этому для k > 2 применяя лемму 12 к каждой существенной
переменной, найдем коэффициенты перед ними.

Итого, потратим 1 + (p − 1) · (] log2 (k − 1)[+] log2 (n− 1)[) +
p] log2 n[ запросов на сравнение на нахождение номеров суще-
ственных переменных и для k > 2 еще p · ceil(log2 k) запросов
на сравнение на нахождение значений коэффициентов перед су-
щественными переменными.

Нижние оценки.

Расшифровка запросами на значение.

Докажем теорему 5

Доказательство. Множество Φ(k, n, p) имеет мощность
(
n
p

)
·

(k − 1)p. По лемме 1 имеем, что

ϕV (k, n, p) > log2 (

(
n

p

)
· (k − 1)p) > p log2 (k − 1)+

+p · log2 (n− p+ 1)− log2 p

Лемма доказана.

Расшифровка запросами на сравнение.

Приведем классическую мощностную нижнюю оценку.

Лемма 13 (мощностная нижняя оценка). Для любого клас-
са функций Ψ(k), любого алгоритма A, расшифровывающего
класс Ψ(k), для любого натурального n существует такая
функция f из Ψn(k), что ϕC(A, f) >] log2 |Ψn(k)|[.
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Доказательство. Любой запрос (a, b) на сравнение функции
разбивает множество функций Ψn(k) на два подмножества: те
функции, для которых sign(f(a)− f(b)) совпадает с ответом на
запрос, и те, для которых это значение не совпадает с ответом
на запрос.

Чтобы найти функцию, которую произвольным фиксирован-
ным алгоритмом трудно расшифровать, нам достаточно “пря-
тать” искомую функцию в множестве большей мощности. В
этом случае каждый запрос будет сокращать множество потен-
циальных функций в лучшем случае в 2 раза. И, значит, если
число запросов будет меньше чем ] log2 |Ψn(k)|[, то расшифро-
вываемая функция будет находиться в множестве мощности не
менее 2, а, значит, еще не определена однозначно.

Лемма доказана.

Докажем теорему 6

Доказательство. Множество Φ(k, n, p) имеет мощность
(
n
p

)
·

(k − 1)p. По лемме 5 имеем, что

ϕC(k, n, p) > log2 (

(
n

p

)
· (k − 1)p) > p log2 (k − 1)+

+p · log2 (n− p+ 1)− log2 p

Лемма доказана.
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