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В статье приводится результат о нахождении минималь-
ного количества f(n) арифметических прогрессий, необхо-
димых для того, чтобы получить в объединении все нату-
ральные числа, не сравнимые по модулю n с 0 и −1. Здесь
n - произвольное натуральное число. При этом прогрес-
сии могут пересекаться. Приводится точное значение для
функции f(n), а также конструктивное разбиение этого
подмножества натурального ряда на f(n) арифметических
прогрессий.
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Введение

Прогрессивными множествами называем подмножества на-
турального ряда, образованные объединением конечного коли-
чества чисел и арифметических прогрессий. То есть, это все
периодические подмножества натурального ряда, возможно, с
предпериодом. Возникает следующая общая постановка задачи:
для данного прогрессивного множества необходимо найти ми-
нимальное количество прогрессий, объединение которых обра-
зует это прогрессивное множество. В курсовой работе [1] была
поставлена и успешно решена эта задача для случая, когда про-
грессивное множество состоит из всех натуральных чисел, не
делящихся на параметр n. То есть, это множество содержит
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n− 1 чисел, один пропуск, n− 1 чисел, один пропуск и так да-
лее. В дипломной работе было решено обобщить этот результат
на случай, когда пропуск имеет длину 2, то есть множество со-
держит n− 2 чисел, два пропуска, n− 2 чисел, два пропуска и
так далее. Для этого случая также удалось получить соответ-
ствующие оценки. При этом, техника для решения этой задачи
осталась прежней: для доказательства верхней оценки исполь-
зуется конструктивное построение, а для доказательства ниж-
ней оценки используется метод опорных точек. Однако, наблю-
дается значительное усложнение описываемой конструкции. С
одной стороны, на результат теперь влияет количество простых
делителей у n (один он, или их несколько) и наличие среди этих
простых делителей числа 2 (или, соответственно, отсутствие
этого числа). С другой стороны, конструкция усложняется сама
по себе. Это проявляется как в конструктивном построении, так
и в описании опорного семейства. Построение опорного семей-
ства носит крайне нетривиальный характер и, вместе с тем, оно
все еще сохраняет определенную наглядность. Читатели, инте-
ресующиеся теорией формальных языков, также найдут много
интересных для себя результатов в работах [2] - [11].

Основные определения и результаты

Множество натуральных чисел обозначаем через N. Множе-
ство целых неотрицательных чисел обозначаем через N0. Пусть
a ∈ N, b ∈ N0. Тогда обобщенной арифметической прогрессией
с началом a и шагом b называется множество {a+ ib | i ∈ N0}.
Для краткости обозначаем эту прогрессию через (a, b). Через
P (k) обозначаем множество N \ ((k− 1, k)∪ (k, k)). Пусть k ∈ N.
Через f(k) обозначаем минимальное количество обобщенных
арифметических прогрессий, объединение которых равно P (k).
При этом, прогрессии могут попарно пересекаться.

Теорема 1. Пусть k ∈ N и k = pa11 · pa22 . . . p
as(k)
s(k) - разложение

числа k на простые множители. Если s(1) = 1, то

f(k) = (2a1 − 1)(p1 − 1)− 1.
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В остальных случаях

f(k) =

s(k)∑
i=1

(2ai − 1)(pi − 1).

Доказательство вспомогательных утверждений

Лемма 1. Для любых a, c ∈ N0 и b, d ∈ N верно

(a, b) ∩ (c, d) 6= ∅ ⇐⇒ a ≡ c (mod (b, d)).

Доказательство леммы см. [1]

Доказательство основного утверждения

Теорема 1. Пусть k ∈ N и k = pa11 · pa22 . . . p
as(k)
s(k) - разложение

числа k на простые множители. Если s(k) = 1, то

f(k) = (2a1 − 1)(p1 − 1)− 1.

В остальных случаях

f(k) =

s(k)∑
i=1

(2ai − 1)(pi − 1).

Доказательство.
Часть первая. Доказательство верхних оценок.
Пусть k ∈ N и s(k) = 1. Докажем, что f(k) 6 (2a1 − 1)(p1 −

1)− 1. Разберем два подслучая. Подслучай первый - k четно, то
есть p1 = 2. Тогда

P (k) = {(2i−1, 2i+1) | 1 6 i 6 a1−1}∪{(2i, 2i+1) | 1 6 i 6 a1−1}.
(1)

Здесь серия
{(2i − 1, 2i+1) | 1 6 i 6 a1 − 1}

накрывает все нечетные числа, дающие по модулю 2a1 остатки,
отличные от 2a1 − 1. В свою очередь, серия

{(2i, 2i+1) | 1 ≤ i 6 a1 − 1}
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накрывает все четные числа, не делящиеся нацело на 2a1 . В
разбиении (1) использовано

2(a1 − 1) = (2a1 − 1)(2− 1)− 1

арифметических прогрессий. Оценка доказана.
Подслучай второй - k нечетно, то есть p1 > 2. Тогда

P (k) = {(ĉ1, p1) | 1 6 ĉ1 6 p1 − 2}∪ (2.1)

∪{(c1pi1, pi+1
1 ) + c0 | 1 6 c1 6 p1 − 1, 1 6 i 6 a1 − 1, −1 6 c0 6 0}.

(2.2)
Серия (2.1) накрывает все числа, дающие по модулю p1 остатки,
отличные от 0 и p1−1. Прогрессии в серии {c1p1, p21} накрывают
все числа, делящиеся нацело на p1, но не делящиеся нацело на
p21. Прогрессии в серии {c1p21, p31} накрывают все числа, делящи-
еся нацело на p21, но не делящиеся нацело на p31. И так далее. В
итоге, гиперсерия

{c1pi1, pi+1
1 | 1 6 c1 6 p1 − 1, 1 6 i 6 a1 − 1}

накрывает все числа, делящиеся нацело на p1, но не делящиеся
нацело на pa11 . Аналогично, гиперсерия

{c1pi1, pi+1
1 − 1 | 1 6 c1 6 p1 − 1, 1 6 i 6 a1 − 1}

накрывает все числа, дающие по модулю p1 остаток p1 − 1, но
не дающие по модулю pa11 остаток pa11 − 1. Поэтому правая часть
равенства (2) накрывает все числа, которые по модулю pa11 дают
остатки, отличные от 0 или pa11 − 1. Осталось заметить, что
количество прогрессий в этом разбиении равно

(p1 − 2) + 2(a1 − 1)(p1 − 1) = (2a1 − 1)(p1 − 1)− 1.

Пусть теперь s(k) > 1 и k = p1
a1pa22 . . . p

ask
sk . Докажем, что

f(k) 6
s(k)∑
i=1

(2ai − 1)(pi − 1). Имеем

P (k) =

s(k)⋃
i=1

{(ĉi, pi) | 1 6 ĉi 6 pi − 2}

∪ (3.1)
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∪

s(k)⋃
i=1

pi−1⋃
ci=1

ai−1⋃
di=1

{(cip
a1
1 . . . p

ai−1
i−1 p

di
i pi+1 . . . ps(k), p

a1
1 . . . p

ai−1
i−1 p

di+1
i pi+1 . . . ps(k))}

∪ (3.2)

∪

s(k)⋃
i=1

pi−1⋃
ci=1

ai−1⋃
di=1

{(cip
a1
1 . . . p

ai−1
i−1 p

di
i pi+1 . . . ps(k) − 1, p

a1
1 . . . p

ai−1
i−1 p

di+1
i pi+1 . . . ps(k))}

∪ (3.3)

∪

s(k)−1⋃
i=1

{(xi, pipi+1) | 1 6 xi 6 pipi+1, xi ≡ 0(mod pi), xi ≡ −1(mod pi+1)}

∪ (3.4)

∪{(xs(k), ps(k)p1) | 1 6 xs(k) 6 ps(k)p1, xs(k) ≡ 0(mod ps(k)), xs(k) ≡

≡ −1(mod p1)}. (3.5)

Серия (3.1) накрывает все числа, дающие по модулям pi, 2 6
i 6 s(k) остатки, отличные от 0 и pi − 1. Особо нужно огово-
рить случай, когда p1 = 2, ведь там один из элементов серии
пропадает. Но в этом случае все числа автоматически дают по
модулю 2 только остатки 0 и 2− 1. Серия

{(c1pd11 p2 . . . ps(k), c1p
d1+1
1 p2 . . . ps(k)) | 1 6 c1 6 p1 − 1, 1 6 d1 6

6 a1 − 1}

накрывает все числа, делящиеся нацело на p1 . . . ps(k), но не де-
лящиеся нацело на pa11 p2 . . . ps(k). Серия

{(c2pa11 pd22 p3 . . . ps(k), p
a1
1 pd2+1

2 p3 . . . ps(k)) | 1 6 c2 6 p2 − 1, 1 6 d2 6

6 a2 − 1}

накрывает все числа, делящиеся нацело на pa11 p2 . . . ps(k), но не
делящиеся нацело на pa11 pa22 p3 . . . ps(k). И так далее. Поэтому
гиперсерия (3.2) накрывает все числа, делящиеся нацело на
p1 . . . ps(k), но не делящиеся нацело на pa11 pa22 . . . p

as(k)
s(k) . Анало-

гично, гиперсерия (3.3) накрывает все числа, дающие по мо-
дулю p1 . . . ps(k) остаток p1 . . . ps(k) − 1, но не дающие по модулю
pa11 pa22 . . . p

as(k)
s(k) остаток pa11 pa22 . . . p

as(k)
s(k) −1. Покажем, что объедине-

ние серий (3.3) и (3.4) накрывает все числа, дающие по модулям
pi, 1 6 i 6 s(k) остатки 0 или pi − 1, но не дающие одновремен-
но только 0 или только pi − 1. Это верно, так как любое такое
число обязательно после (возможно, с циклическим сдвигом от
s(k) к 1) какого-то 0 будет иметь иметь ненулевой остаток, то
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есть остаток pi− 1. Объединяя все полученные наблюдения, за-
ключаем, что равенство (3) действительно выполнено. Осталось
заметить что в нем использовано

s(k)∑
i=1

(pi−2)+2

s(k)∑
i=1

(ai−1)(pi−1)+(s(k)−1)+1 =

s(k)∑
i=1

(2ai−1)(pi−1)

арифметических прогрессий. Разбор случаев завершен. Все
верхние оценки доказаны.

Часть вторая. Доказательство нижних оценок.
Пусть k ∈ N и s(k) = 1. Докажем, что f(k) > (2a1 − 1)(p1 −

1)− 1. Разберем два подслучая. Подслучай первый - k четно, то
есть k = 2a1 . Тогда рассмотрим множество

A = A1 t A2, где

A1 := {2i | 1 6 i 6 a1 − 1}, A2 := {2i − 1 | 1 6 i 6 a1 − 1}.

Ясно, что A ⊂ P (k). Докажем, что любая прогрессия, прохо-
дящая через произвольные два элемента x1, x2 множества A,
выходит за границы множества P (k). Возможны следующие ва-
рианты.

1)x1, x2 ∈ A1, то есть x1 = 2i1 , x2 = 2i2 . Без ограничения
общности, считаем, что x1 < x2. Так как

НОД(x2 − x1, 2
a1) = НОД(2i2 − 2i1 , 2a1) = 2i1 ,

то по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (2a1 , 2a1) 6= ∅.
2)x1 ∈ A1, x2 ∈ A2, то есть x1 = 2i1 , x2 = 2i2 − 1. Без ограни-

чения общности, считаем, что x1 < x2. Так как

НОД(x2 − x1, 2
a1) = НОД(2i2 − 1− 2i1 , 2a1) = 1,

то по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (2a1 , 2a1) 6= ∅.
3)x1, x2 ∈ A2, то есть x1 = 2i1−1, x2 = 2i2−1. Без ограничения

общности, считаем, что x1 < x2. Так как

НОД(x2 − x1, 2
a1) = НОД(2i2 − 2i1 , 2a1) = 2i1 ,
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то по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (2a1 − 1, 2a1) 6= ∅.
Все варианты разобраны. Осталось заметить, что количество
элементов в множестве A равно

2(a1 − 1) = (2a1 − 1)(2− 1)− 1

и на каждый такой элемент в разбиении множества P (k) нужна
отдельная арифметическая прогрессия.
Подслучай второй - k нечетно, то есть k = pa11 , p1 > 2. Тогда
рассмотрим множество

B =

(
a1−1⊔
i=1

Bi
1

)
t

(
a1−1⊔
i=1

Bi
2

)
tB3, где

Bi
1 := {c1pi1 | 1 6 c1 6 p1 − 1},

Bi
2 := {c1pi1 − 1 | 1 6 c1 6 p1 − 1},
B3 := {ĉ1 | 1 6 ĉ1 6 p1 − 2}.

Ясно, что B ⊂ P (k). Докажем, что любая прогрессия, прохо-
дящая через произвольные два элемента x1, x2 множества B,
выходит за границы множества P (k). С точностью до переста-
новки местами x1 и x2, возможны следующие варианты.

1)x1, x2 ∈ Bi
1, то есть x1 = i1p

i
1, 1 6 i1 6 p1 − 1, x2 = i2p

i
1,

1 6 i2 6 p1−1. Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2.
Так как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 ) = НОД(i2p

i
1 − i1p

i
1, p

a1
1 ) =

= pi1НОД(i2 − i1, p
a1−i
1 ) = pi1,

то по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 , pa11 ) 6= ∅.
2)x1, x2 ∈ Bi

2, то есть x1 = i1p
i
1−1, 1 6 i1 6 p1−1, x2 = i2p

i
1−1,

1 6 i2 6 p1−1. Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2.
Так как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 ) = НОД(i2p

i
1 − i1p

i
1, p

a1
1 ) =

= pi1НОД(i2 − i1, p
a1−i
1 ) = pi1,

то по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 − 1, pa11 ) 6= ∅.
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3)x1, x2 ∈ B3, то есть x1 = i1, 1 6 i1 6 p1 − 2, x2 = i2,
1 6 i2 6 p1−2. Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2.
Так как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 ) = НОД(i2 − i1, p

a1
1 ) = 1,

то по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 , pa11 ) 6= ∅.
4)x1 ∈ Bi

1, x2 ∈ Bj
1, то есть x1 = i1p

i
1, 1 6 i1 6 p1−1, x2 = i2p

j
1,

1 6 i2 6 p1−1. Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2

и i < j. Так как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 ) = НОД(i1p

i
1 − i2p

j
1, p

a1
1 ) =

= pi1НОД(i1 − i2p
j−i
1 , pa1−i

1 ) = pi1,

то по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 , pa11 ) 6= ∅.
5)x1 ∈ Bi

2, x2 ∈ Bj
2, то есть x1 = i1p

i
1 − 1, 1 6 i1 6 p1 − 1,

x2 = i2p
j
1−1, 1 6 i2 6 p1−1. Без ограничения общности, считаем,

что x1 < x2 и i < j. Так как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 ) = НОД(i1p

i
1 − i2p

j
1, p

a1
1 ) =

= pi1НОД(i1 − i2p
j−i
1 , pa1−i

1 ) = pi1,

то по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 − 1, pa11 ) 6= ∅.
6)x1 ∈ Bi

1, x2 ∈ Bj
2, то есть x1 = i1p

i
1, 1 6 i1 6 p1 − 1,

x2 = i2p
j
1 − 1, 1 6 i2 6 p1 − 1. Без ограничения общности,

считаем, что x1 < x2. Так как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 ) = НОД(i1p

i
1 − (i2p

j
1 − 1), pa11 ) = 1,

то по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 , pa11 ) 6= ∅.
7)x1 ∈ B3, x2 ∈ Bi

1, то есть x1 = i1, 1 6 i1 6 p1 − 2, x2 = i2p
i
1,

1 6 i2 6 p1 − 1. Тогда x1 < x2. Так как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 ) = НОД(i2p

i
1 − i1, p

a1
1 ) = 1,

то по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 , pa11 ) 6= ∅.
8)x1 ∈ B3, x2 ∈ Bi

2, то есть x1 = i1, 1 6 i1 6 p1 − 2, x2 =
i2p

i
1 − 1, 1 6 i2 6 p1 − 1. Тогда x1 < x2. Так как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 ) = НОД(i2p

i
1 − 1− i1, p

a1
1 ) = 1,
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то по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 − 1, pa11 ) 6= ∅.
Все случаи разобраны. Осталось заметить, что количество эле-
ментов в множестве B равно

(p1 − 2) + 2(a1 − 1)(p1 − 1) = (2a1 − 1)(p1 − 1)− 1

и на каждый такой элемент в разбиении множества P (k) нужна
отдельная арифметическая прогрессия.

Разберем теперь следующий случай, когда s(k) > 1 то есть

k = pa11 pa22 . . . p
as(k)
s(k) . Докажем, что f(k) >

s(k)∑
i=1

(2ai − 1)(pi − 1).

Рассмотрим множество

C =

s(k)⊔
i=1

a(i)−1⊔
j=1

Ci,j
1

t
s(k)⊔

i=1

a(i)−1⊔
j=1

Ci,j
2

t
s(k)⊔

i=1

Ci
3

tC4, где (∗)

Ci,j
1 := {cipa11 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) | 1 6 ci 6 pi − 1},

Ci,j
2 := {cipa11 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) − 1 | 1 6 ci 6 pi − 1},

Ci
3 :=

pi−2⊔
j=1

{xj | 1 6 xj 6 pa11 . . . p
as(k)
s(k) ,

xj ≡ j(mod paii ), xj ≡ 0(mod k/paii )},

C4 :=

s(k)⊔
i=1

{xi | 1 6 xi 6 pa11 . . . p
as(k)
s(k) ,

xi ≡ −1(mod paii ), xi ≡ 0(mod k/paii )}.
Ясно, что C ⊂ P (k). Ввиду нетривиальности конструкции, сна-
чала необходимо объяснить, почему все множества из (∗) по-
парно непересекаются. Различие элементов внутри одинаковых
серий очевидно. Проверим теперь на попарное несовпадение эле-
менты из разных серий. Оказывается, что такие элементы дают
разные наборы остатков по модулям p1, . . . , pk. В самом деле, у
элементов из Ci,j

1 все эти остатки равны 0; у элементов из Ci,j
2

эти остатки равны pi−1; у элементов из Ci
3 эти остатки все кро-

ме одного равны 0, а один больше 0 и меньше pi−1; у элементов
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из C4 эти остатки все кроме одного равны 0, а один равен pi−1.
Важно понимать, что здесь мы неявно использовали тот факт,
что s(k) > 1. Кроме того, если p1 = 2, то нужно сделать ого-
ворку о том, что в этом случае серия C1

3 вырождается в пустое
множество.
Докажем, что любая прогрессия, проходящая через произволь-
ные два элемента x1, x2 множества C, выходит за границы мно-
жества P (k). С точностью до перестановки местами x1 и x2,
возможны следующие варианты.

1)x1 ∈ Ci,j
1 , x2 ∈ Ci,j

1 , то есть

x1 = i1p
a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) , 1 6 i1 6 pi − 1, 1 6 j 6 ai − 1,

x2 = i2p
a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) , 1 6 i2 6 pi − 1, 1 6 j 6 ai − 1.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2, то есть i1 < i2.
Так как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = НОД(i2p

a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) −

−i1pa11 . . . p
ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . .

. . . p
as(k)
s(k) НОД(i2 − i1, p

ai−j
i ) = pa11 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) ,

то по лемме 1 имеем (x1, x2− x1)∩ (pa11 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.

2)x1 ∈ Ci,j1
1 , x2 ∈ Ci,j2

1 , j1 6= j2, то есть

x1 = i1p
a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j1
i p

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) , 1 6 i1 6 pi−1, 1 6 j1 6 ai−1,

x2 = i2p
a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j2
i p

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) , 1 6 i2 6 pi − 1 1 6 j2 6 ai − 1.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2 и j1 < j2. Так
как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = НОД(i2p

a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j1
i p

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) −

−i1pa11 . . . p
ai−1

i−1 p
j2
i p

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai−1

i−1 p
j1
i p

ai+1

i+1 . . .

. . . p
as(k)
s(k) НОД(i2 − i1p

j2−j1
i , pai−j1

i ) = pa11 . . . p
ai−1

i−1 p
j1
i p

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) ,

то по лемме 1 имеем (x1, x2− x1)∩ (pa11 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.
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3)x1 ∈ Ci1,j1
1 , x2 ∈ Ci2,j2

1 , i1 6= i2, то есть

x1 = c1p
a1
1 . . . p

ai1−1

i1−1 p
j1
i1
p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) , 1 6 c1 6 pi1 − 1, 1 6 j1 6

6 ai1 − 1,

x2 = c2p
a1
1 . . . p

ai2−1

i2−1 p
j2
i2
p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) , 1 6 c2 6 pi2 − 1 1 6 j2 6

6 ai2 − 1.

Без ограничения общности, считаем, что i1 < i2 и x1 < x2. Так
как

НОД(x2−x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = НОД(c2p

a1
1 . . . p

ai2−1

i2−1 p
j2
i2
p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) −

−c1pa11 . . . p
ai1−1

i1−1 p
j1
i1
p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . .

. . . p
ai1−1

i1−1 p
j1
i1
p
ai+1

i+1 . . . p
ai2−1

i2−1 p
j2
i2
p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ·

·НОД(c2p
ai1−j1
i1

− c1p
ai2−j2
i2

, p
ai1−j1
i1

p
ai2−j2
i2

) =

= pa11 . . . p
ai1−1

i1−1 p
j1
i1
p
ai+1

i+1 . . . p
ai2−1

i2−1 p
j2
i2
p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ·

·НОД(c2p
ai1−j1
i1

− c1p
ai2−j2
i2

, p
ai1−j1
i1

) =

= pa11 . . . p
ai1−1

i1−1 p
j1
i1
p
ai+1

i+1 . . . p
ai2−1

i2−1 p
j2
i2
p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ,

то по лемме 1 имеем (x1, x2− x1)∩ (pa11 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.

4)x1 ∈ Ci,j
2 , x2 ∈ Ci,j

2 , то есть

x1 = i1p
a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) −1, 1 6 i1 6 pi−1, 1 6 j 6 ai−1,

x2 = i2p
a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) −1, 1 6 i2 6 pi−1 1 6 j 6 ai−1.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2. Так как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = НОД(i2p

a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) −

−i1pa11 . . . p
ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . .

. . . p
as(k)
s(k) НОД(i2 − i1, p

ai−j
i ) = pa11 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) ,

то по лемме 1 имеем (x1, x2−x1)∩(pa11 . . . p
as(k)
s(k) −1, pa11 . . . p

as(k)
s(k) ) 6=

∅.
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5)x1 ∈ Ci,j1
2 , x2 ∈ Ci,j2

2 , j1 6= j2, то есть

x1 = i1p
a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j1
i p

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) −1, 1 6 i1 6 pi−1, 1 6 j1 6 ai−1,

x2 = i2p
a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j2
i p

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) −1, 1 6 i2 6 pi−1 1 6 j2 6 ai−1.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2 и j1 < j2. Так
как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = НОД(i2p

a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j1
i p

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) −

−i1pa11 . . . p
ai−1

i−1 p
j2
i p

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai−1

i−1 p
j1
i p

ai+1

i+1 . . .

. . . p
as(k)
s(k) НОД(i2 − i1p

j2−j1
i , pai−j1

i ) = pa11 . . . p
ai−1

i−1 p
j1
i p

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) ,

то по лемме 1 имеем (x1, x2−x1)∩(pa11 . . . p
as(k)
s(k) −1, pa11 . . . p

as(k)
s(k) ) 6=

∅.
6)x1 ∈ Ci1,j1

2 , x2 ∈ Ci2,j2
2 , i1 6= i2, то есть

x1 = c1p
a1
1 . . . p

ai1−1

i1−1 p
j1
i1
p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) − 1, 1 6 c1 6 pi1 − 1, 1 6 j1 6

6 ai1 − 1,

x2 = c2p
a1
1 . . . p

ai2−1

i2−1 p
j2
i2
p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) − 1, 1 6 c2 6 pi2 − 1 1 6 j2 6

6 ai2 − 1.

Без ограничения общности, считаем, что i1 < i2 и x1 < x2. Так
как

НОД(x2−x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = НОД(c2p

a1
1 . . . p

ai2−1

i2−1 p
j2
i2
p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) −

−c1pa11 . . . p
ai1−1

i1−1 p
j1
i1
p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . .

. . . p
ai1−1

i1−1 p
j1
i1
p
ai+1

i+1 . . . p
ai2−1

i2−1 p
j2
i2
p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ·

·НОД(c2p
ai1−j1
i1

− c1p
ai2−j2
i2

, p
ai1−j1
i1

p
ai2−j2
i2

) =

= pa11 . . . p
ai1−1

i1−1 p
j1
i1
p
ai+1

i+1 . . . p
ai2−1

i2−1 p
j2
i2
p
ai2+1

i2+1 . . .

. . . p
as(k)
s(k) НОД(c2p

ai1−j1
i1

− c1p
ai2−j2
i2

, p
ai1−j1
i1

) =

= pa11 . . . p
ai1−1

i1−1 p
j1
i1
p
ai+1

i+1 . . . p
ai2−1

i2−1 p
j2
i2
p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ,
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то по лемме 1 имеем (x1, x2−x1)∩(pa11 . . . p
as(k)
s(k) −1, pa11 . . . p

as(k)
s(k) ) 6=

∅.
7)x1 ∈ Ci

3, x2 ∈ Ci
3, то есть 1 6 x1 6 pa11 . . . p

as(k)
s(k) , 1 6 x2 6

pa11 . . . p
as(k)
s(k) и

x1 ≡ j1(mod paii ), x1 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai−1

i−1 p
ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6 j1 6

6 pi − 2,

x2 ≡ j2(mod paii ), x2 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai−1

i−1 p
ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6 j2 ≤

6 pi − 2.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2. Так как

НОД(x2 − x1, pi) = НОД(j2 − j1, pi) = 1,

то

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai−1

i−1 p
ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k)

и по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.

8)x1 ∈ Ci1
3 , x2 ∈ Ci2

3 , i1 6= i2, то есть 1 6 x1 6 pa11 . . . p
as(k)
s(k) ,

1 6 x2 6 pa11 . . . p
as(k)
s(k) и

x1 ≡ j1(mod p
ai1
i1

), x1 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai1−1

i1−1 p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6 j1 6

6 pi1 − 2,

x2 ≡ j2(mod p
ai2
i2

), x2 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6 j2 6

6 pi2 − 2.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2 и i1 < i2. Так
как

НОД(x2 − x1, pi1) = НОД(−j1, pi1) = 1 и

НОД(x2 − x1, pi2) = НОД(j2, pi2) = 1,

то

НОД(x2−x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai1−1

i1−1 p
ai1+1

i1+1 . . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k)
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и по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.

9)x1 ∈ C4, x2 ∈ C4, то есть 1 6 x1 6 pa11 . . . p
as(k)
s(k) , 1 6 x2 6

pa11 . . . p
as(k)
s(k) и

x1 ≡ −1(mod p
ai1
i1

), x1 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai1−1

i1−1 p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6 j1 6

6 pi1 − 2,

x2 ≡ −1(mod p
ai2
i2

), x2 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6 j2 6

6 pi2 − 2.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2 и i1 < i2. Так
как

НОД(x2 − x1, pi1) = НОД(1, pi1) = 1 и

НОД(x2 − x1, pi2) = НОД(−1, pi2) = 1,

то

НОД(x2−x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai1−1

i1−1 p
ai1+1

i1+1 . . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k)

и по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.

10)x1 ∈ Ci1,j1
1 , x2 ∈ Ci2,j2

2 , то есть

x1 = c1p
a1
1 . . . p

ai1−1

i1−1 p
j1
i1
p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) , 1 6 c1 6 pi1 − 1, 1 6 j1 6

6 ai1 − 1,

x2 = c2p
a1
1 . . . p

ai2−1

i2−1 p
j2
i2
p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) − 1, 1 6 c2 6 pi2 − 1, 1 6 j2 6

6 ai2 − 1.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2. Так как

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = 1,

то по лемме 1 имеем (x1, x2− x1)∩ (pa11 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.

11)x1 ∈ Ci,j
1 , x2 ∈ Ci

3, то есть 1 6 x2 6 pa11 . . . p
as(k)
s(k) и

x1 = c1p
a1
1 . . . p

ai−1

i−1 p
j
ip

ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) , 1 6 c1 6 pi − 1, 1 6 j 6 ai − 1,
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x2 ≡ j1(mod paii ), x2 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai−1

i−1 p
ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6 j1 6

6 pi − 2.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2. Так как

НОД(x2 − x1, pi) = НОД(j1, pi) = 1,

то

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai−1

i−1 p
ai+1

i+1 . . . p
as(k)
s(k)

и по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.

12)x1 ∈ Ci1,j
1 , x2 ∈ Ci2

3 , i1 6= i2, то есть 1 6 x2 6 pa11 . . . p
as(k)
s(k) и

x1 = c1p
a1
1 . . . p

ai1−1

i1−1 p
j
i1
p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) , 1 6 c1 6 pi1 − 1, 1 6 j 6

6 ai1 − 1,

x2 ≡ j1(mod p
ai2
i2

), x2 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6

6 j1 6 pi2 − 2.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2 и i1 < i2. Так
как

НОД(x2 − x1, p
ai1
i1

) = НОД(−x1, p
ai1
i1

) = pji1 ,

НОД(x2 − x1, pi2) = НОД(j1, pi2) = 1,

то
НОД(x2 − x1, p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai1−1

i1−1 p
j
i1
p
ai1+1

i1+1 . . .

. . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k)

и по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.

13)x1 ∈ Ci1,j
1 , x2 ∈ C4, то есть 1 6 x2 6 pa11 . . . p

as(k)
s(k) и

x1 = c1p
a1
1 . . . p

ai1−1

i1−1 p
j
i1
p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) , 1 6 c1 6 pi1 − 1, 1 6

6 j 6 ai1 − 1,

x2 ≡ −1(mod p
ai2
i2

), x2 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6

6 j1 6 pi2 − 2.
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Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2. Здесь возмож-
ны два варианта. Или i1 = i2, или i1 6= i2. В первом случае

НОД(x2 − x1, pi1) = НОД(−1, pi1) = 1 и

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai1−1

i1−1 p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) .

Во втором случае

НОД(x2 − x1, p
ai1
i1

) = НОД(x1, p
ai1
i1

) = pji1 ,

НОД(x2 − x1, pi2) = НОД(−1, pi2) = 1 и

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai1−1

i1−1 p
j
i1
p
ai1+1

i1+1 . . .

. . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) .

Так или иначе, по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩
(pa11 . . . p

as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.

14)x1 ∈ Ci1,j
2 , x2 ∈ Ci2

3 , то есть 1 6 x2 6 pa11 . . . p
as(k)
s(k) и

x1 = c1p
a1
1 . . . p

ai1−1

i1−1 p
j
i1
p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) − 1, 1 6 c1 6 pi1 − 1, 1 6

6 j 6 ai1 − 1,

x2 ≡ j1(mod p
ai2
i2

), x2 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6

6 j1 6 pi2 − 2.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2. Тогда

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = 1

и по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 . . . p
as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.

15)x1 ∈ Ci1,j
2 , x2 ∈ C4, то есть 1 6 x2 6 pa11 . . . p

as(k)
s(k) и

x1 = c1p
a1
1 . . . p

ai1−1

i1−1 p
j
i1
p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) − 1, 1 6 c1 6 pi1 − 1, 1 6

6 j 6 ai1 − 1,

x2 ≡ −1(mod p
ai2
i2

), x2 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6

6 j1 6 pi2 − 2.
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Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2. Здесь возмож-
ны два варианта. Или i1 = i2, или i1 6= i2. В первом случае

НОД(x2 − x1, p
ai1
i1

) = НОД(c1p
a1
1 . . . p

ai1−1

i1−1 p
j
i1
p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) , p

ai1
i1

) =

= pji1 и

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = НОД(x2 − x1, p

ai1
i1

) = pji1 .

Во втором случае

НОД(x2 − x1, p
ai2
i2

) = НОД(c1p
a1
1 . . . p

ai1−1

i1−1 p
j
i1
p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) , p

ai2
i2

) =

= p
ai2
i2

и

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = НОД(x2 − x1, p

ai2
i2

) = p
ai2
i2

.

Так или иначе, по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩ (pa11 . . . p
as(k)
s(k) −

1, pa11 . . . p
as(k)
s(k) ) 6= ∅.

16)x1 ∈ Ci1
3 , x2 ∈ C4, то есть 1 6 x1 6 pa11 . . . p

as(k)
s(k) , 1 6 x2 6

pa11 . . . p
as(k)
s(k) и

x1 ≡ j1(mod p
ai1
i1

), x1 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai1−1

i1−1 p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6

6 j1 6 pi1 − 2,

x2 ≡ −1(mod p
ai2
i2

), x2 ≡ 0(mod pa11 . . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) ), 1 6

6 j1 6 pi2 − 2.

Без ограничения общности, считаем, что x1 < x2. Здесь возмож-
ны два варианта. Или i1 = i2, или i1 6= i2. В первом случае

НОД(x2 − x1, pi1) = НОД(−1− j1, pi1) = 1 и

НОД(x2 − x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai1−1

i1−1 p
ai1+1

i1+1 . . . p
as(k)
s(k) .

Во втором случае, без ограничения общности, считаем, что i1 <
i2. Тогда

НОД(x2 − x1, pi1) = НОД(x1, pi1) = 1,

НОД(x2 − x1, pi2) = НОД(−1, pi2) = 1 и
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НОД(x2−x1, p
a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) = pa11 . . . p

ai1−1

i1−1 p
ai1+1

i1+1 . . . p
ai2−1

i2−1 p
ai2+1

i2+1 . . . p
as(k)
s(k) .

Так или иначе, по лемме 1 имеем (x1, x2 − x1) ∩
(pa11 . . . p

as(k)
s(k) , p

a1
1 . . . p

as(k)
s(k) ) 6= ∅.

Все случаи разобраны. Осталось заметить, что количество эле-
ментов в множестве C равно

2

s(k)∑
i=1

(ai − 1)(pi − 1) +

s(k)∑
i=1

(pi − 2) + s(k) =

s(k)∑
i=1

(2ai − 1)(pi − 1)

и на каждый такой элемент в разбиении множества P (k) нужна
отдельная арифметическая прогрессия. Разбор случаев завер-
шен. Все нижние оценки доказаны.
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