
О возможных значениях максимума
относительного влияния переменных для

пороговых функций

И.В. Грибушин

В работе исследуются относительные влияния перемен-
ных булевой функции. Найдены значения нижней и верх-
ней границы максимума относительного влияния для поро-
говых функций от n переменных в зависимости от n. Они
равны 1/n и (2n−1 − 1)/(2n−1 + n− 2). Приводится разбие-
ние всех пороговых функций четырёхмерного пространства
на классы в зависимости от максимального относительного
влияния переменных.

Ключевые слова: пороговые функции, влияние пере-
менных булевой функции, относительное влияние перемен-
ных булевой функции, τ -регулярные булевы функции.

Введение

Рассмотрим булеву функцию f : {−1, 1}n → {−1, 1} от n перемен-
ных.

Обозначение 1. [n] := {1, ..., n}, [k, n] := {k, ..., n}.

Определение 1 (см. [5]). Характеристической функцией множе-
ства S ⊆ [n] называется:

χS :=
∏
i∈S

xi, χø := 1.
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Определение 2 (см. [5]). Пусть x равномерно распределено на про-
странстве {−1, 1}n. Коэффициентом Фурье функции f относи-
тельно S ⊆ [n] называется:

f̂(S) := f̂S := Ef(x)χS(x).

Из равенства Парсеваля выводится следующее утверждение.

Утверждение 1 (см. [5]). ∑
S⊆[n]

f̂(S)2 = 1.

Обозначение 2. Если x = (x1, ..., xi, ..., xn), то

x⊕i := (x1, ...,−xi, ..., xn).

Обозначение 3. Если x = (x1, ..., xi, ..., xj , ..., xn), i < j, то

xi↔j := (x1, ..., xj , ..., xi, ..., xn).

Определение 3 (см. [1]). Влиянием i-ой переменной на функцию f
называется:

Infi = Prx∈{−1,1}n [f(x) 6= f(x⊕i)].

Определение 4. Функции f и f̃ называются эквивалентными, если
они имеют одинаковые множества влияний переменных:

{Infi(f)|i ∈ [n]} = {Infi(f̃)|i ∈ [n]}.

Замечание 1. Следующие 3 Операции сохраняют эквивалентность
в смысле Определения (4):

1) f ∼ f̃ = −f

2) f ∼ f̃ = f(x⊕i)

3) f ∼ f̃ = f(xi↔j)

Замечание 2. Принимая во внимание Операцию 3, можно считать,
что переменные любой функции f упорядочены по убыванию своих
влияний:

Inf1 ≥ Inf2 ≥ . . . ≥ Infn.
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Замечание 3 (см. [3]).

Infi(f) :=
∑

i∈S⊆[n]

f̂(S)2.

Утверждение 2 (см. [3]). Для любой монотонной булевой функции
f имеет место:

Infi = f̂i.

Определение 5 (см. [1]). Полным влиянием функции f называется:

Inf(f) :=
n∑

i=1

Infi(f).

Замечание 4 (см. [3]).

Inf(f) =
∑

ø6=S⊆[n]

|S|f̂2
S .

Определение 6. Относительным влиянием i-ой переменной на
функцию f называется:

τi =
Infi(f)

Inf(f)
.

Определение 7 (см. [2]). f называется τ -регулярной для некоторо-
го τ > 0, если ∀i ∈ [n]:

Infi(f) ≤ τInf(f).

Определение 8. Пусть p : {−1, 1}n → R - линейный многочлен,
f = sign(p), тогда функция f : {−1, 1}n → {−1, 1} называется
пороговой.

Замечание 5. Так как для любой пороговой функции f существует
эквивалентная ей монотонная пороговая функция (см. [4]), зна-
чит, множество значений τ на монотонных функциях равно мно-
жеству значений τ на пороговых функциях.
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Из Определения (7) имеем:

max
i∈[n]

Infi(f) ≤ τInf(f)⇒ max
i∈[n]

Infi(f)

Inf(f)
≤ τ.

Так как для любой τ -регулярной функции имеет смысл рассмат-
ривать только наименьшее значение τ , получаем:

τ = max
i∈[n]

Infi(f)

Inf(f)
(1)

Получили, что τ(f) является максимальным относительным влия-
нием среди всех относительных влияний переменных функции f .

Замечание 6. Из формулы (1) следует, что 1
n ≤ τ(f) ≤ 1, где n —

количество существенных переменных у функции f .

Границы максимума относительного влияния пе-
ременных для пороговых функций

Утверждение 3. Для любой монотонной функции f , существенно
зависящей от n ≥ 2 переменных, и для любого i выполнено:

1

2n−1
≤ Infi(f) ≤ 2n−1 − 1

2n−1
.

Доказательство. Из Определения (3) следует, что

Infi(f) = Prx∈{−1,1}n [f(x) 6= f(x⊕i)] = Prxi=1[f(x) 6= f(x⊕i)]

Если Infi принимает значение 0, то функция не зависит от xi. Если
Infi принимает значение 1, то функция зависит только от xi. Так как
f существенно зависит от всех своих n переменных, получаем:

Prxi=1[f(x) 6= f(x⊕i)] > 0⇒ Infi(f) =

= Prxi=1[f(x) 6= f(x⊕i)] ≥ 1

2n−1
;

Prxi=1[f(x) 6= f(x⊕i)] < 1⇒ Infi(f) =

= Prxi=1[f(x) 6= f(x⊕i)] ≤ 2n−1 − 1

2n−1
.
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Теорема 1. Относительное влияние переменных любой пороговой
функции, существенно зависящей от n ≥ 2 переменных, не превос-
ходит (2n−1 − 1)/(2n−1 + n− 2).

Доказательство. Из формулы (1) имеем

τ = max
i∈[n]

Infi(f)

Inf(f)
.

Не нарушая общности, можно считать, что максимум достигается при
i = 1, тогда формула примет вид:

τ =
Inf1(f)

Inf(f)
=

Inf1

Inf1 +
n∑

i=2
Infi

.

Воспользовавшись утверждением (3), получаем

τ =
Inf1

Inf1 +
n∑

i=2
Infi

≤ Inf1

Inf1 + n−1
2n−1

≤
2n−1−1

2n−1

2n−1−1
2n−1 + n−1

2n−1

=
2n−1 − 1

2n−1 + n− 2
.

Следствие 1. Относительное влияние переменных любой пороговой
функции, существенно зависящей от n ≥ 2 переменных, лежит на
отрезке

[
1
n ,

2n−1−1
2n−1+n−2

]
.

Доказательство. Следствие напрямую выводится из Замечания (6) и
Теоремы (1).

Разбиение пороговых функций четырёхмерного
пространства на классы в зависимости от макси-
мального относительного влияния переменных

Найдём все возможные значения τ для пороговых функций, зави-
сящих от не более, чем 3 переменных. Принимая во внимание Замеча-
ние (5), будем рассматривать только монотонные пороговые функции.
Вычислим разложение Фурье для функций вида δA(x):
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Обозначение 4. Пусть A ⊆ {−1, 1}n – множество точек на булевом
кубе, тогда:

δA(x) =

{
1, если x ∈ A;
−1, иначе.

Пусть A = {(1, 1, 1)}, тогда из Определения (2) получаем:

f̂(ø) =− 3

4
f̂(x1x2) = f̂(x2x3) = f̂(x1x3) =

1

4

f̂(x1) = f̂(x2) = f̂(x3) =
1

4
f̂(x1x2x3) =

1

4

4Значит, δ111(x1, x2, x3) = 1 (x1+x2+x3+x1x2+x1x3+x2x3+x1x2x3−
−3). Теперь посчитаем разложение Фурье для остальных пороговых 
функций от 3 переменных:

δø = −1

δ1−11(x1, x2, x3) = δ111(x1,−x2, x3) =

=
1

4
(x1 − x2 + x3 − x1x2 + x1x3 − x2x3 − x1x2x3 − 3)

δ111∨1−11 = δ111 + δ1−11 + 1 =
1

2
(x1 + x3 + x1x3 − 1)

δ111∨1−11∨11−1∨−111∨1−1−1 = x1

δ111∨1−11∨11−1 = x1 − δ1−1−1 − 1 =

=
1

4
(3x1 + x2 + x3 + x1x2 + x1x3 − x2x3 − x1x2x3 − 1)

δ111∨1−11∨11−1∨−111 = δ111∨1−11∨11−1 + δ−111 + 1 =

=
1

2
(x1 + x2 + x3 − x1x2x3)

Для удобства дальнейших рассуждений введём обозначения:
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Обозначение 5.

δ0 := −1 δ2 := δ111∨1−11 δ4 := δ111∨1−11∨11−1∨−111

δ1 := δ111 δ3 := δ111∨1−11∨11−1 δ5 := x1

Замечание 7. Так как Операция 1 сохраняет эквивалентность,
можно исследовать только пороговые функции, которые прини-
мают значение 1 не более 2n−1 раз.

То есть достаточно рассмотреть функции: δ0, δ1, δ2, δ3, δ4 и δ5 = x1.
Функция x1 зависит только от 1 переменной (Inf1 = Inf), а δ0 ≡ −1
(Inf = 0), тогда из Определения (7) получаем τ(x1) = 1 и τ(δ0) = 0.
Функции δ1 и δ4 в разложении дают симметрические многочле-
ны от 3 переменных, поэтому влияния всех переменных одинаковы
Inf1 = Inf2 = Inf3, следовательно, τ(δ1) = τ(δ4) = 1

3 . Функция δ2

в разложении даёт симметрический многочлен от 2 переменных (x1

и x3), поэтому Inf1 = Inf3 и Inf2 = 0, тогда τ(δ2) = 1
2 . Посчитаем

τ(δ3):

Inf1(δ3) =
1

16
(9 + 1 + 1 + 1) =

3

4
;

Inf2(δ3) = Inf3(δ3) =
1

16
(1 + 1 + 1 + 1) =

1

4
;

Inf(δ3) =
5

4
; τ(δ3) =

3

4
:

5

4
=

3

5
.

Утверждение 4. Таким образом, мы получили все возможные зна-
чения τ для пороговых функций от 3 переменных: 0, 1

3 ,
1
2 ,

3
5 и 1.

Утверждение 5 (Метод двух пересекающихся отрезков). Пусть точ-
ки A,B,C,D лежат в вершинах куба. Отрезки AB и CD пересекают-
ся в точке O. f(A) = f(B) = 1 и f(C) = f(D) = −1. Тогда функция
f не может быть пороговой.

Доказательство. Будем доказывать от противного. Пусть функция
f пороговая и задаётся неравенством

∑
kixi > θ. Введём функцию

p =
∑
kixi − θ на всех точках куба (уже не только булева), то на

отрезке AB p > 0, так как значение f на его концах положительно, а
на отрезке CD p < 0, тогда в точке O получили противоречие, значит,
f не может быть пороговой.
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Обозначение 6. Пусть N−1(f) — мощность множества, на кото-
ром f = −1.

Утверждение 6. Пусть M — подмножество точек булева куба раз-
мерности n, функция f принимает значения равные −1 на M , в
остальных точках куба f = 1. Функция g равна −1 на множестве
M ∩{xn+1 = −1} в булевом кубе размерности n+ 1(добавили новую
переменную xn+1), в остальных точках g = 1. Тогда

Infi(g) =
1

2
Infi(f), i ∈ [n]; Infn+1(g) =

N−1(f)

2n
=
|M |
2n

.

Доказательство. Заметим, что g = −1
2(f − 1)(xn+1 − 1) + 1, так как

g = 1 в точках, в которых f = 1 или xn+1 = 1, и g = −1 в точках, в
которых f = −1 и xn+1 = −1. Значит, для любого i ∈ [n] выполнено:
Infi(g) = 2

(
1
2

)2
Infi(f) = 1

2Infi(f). Пусть cj — коэффициенты при
одночленах функции f , а c0 — свободный член, тогда Infn+1(g) =(
−1

2

)2 (∑
c2
j + (c0 − 1)2

)
= 1

4‖f − 1‖22 = 1
4E(f − 1)2. Но E(f − 1)2 =

22N−1

2n , поэтому Infn+1(g) = N−1(f)
2n .

Рассмотрим все пороговые функции четырёхмерного пространства
и посчитаем для них возможные значения τ . Воспользовавшись Заме-
чаниями (5) и (7), будем считать τ для монотонных функций, которые
принимают значение −1 не более 8 раз. Сначала рассмотрим только
те функции, которые содержат два нижних слоя минус единиц. Нач-
нём с функции f1 и будем добавлять новые точки с отрицательными
значениями по одной. (На всех рисунках жирным выделены рёбра с
вершинами, на которых функция принимает значение −1.)

Так как f1 симметрична относительно всех своих переменных, она
является пороговой и Inf1(f1) = Inf2(f1) = Inf3(f1) = Inf4(f1) =
1
4Inf(f1). Значит, τ(f1) = 1

4 .
Добавим одну точку со значением −1, получим функцию f2 =

sign(p2), где p2 = 2x1 + 2x2 +x3 +x4 + 1, следовательно, она является
пороговой. f2 симметрична по парам переменных (x1, x2) и (x3, x4).

f2 = 1− (1− x1)(1− x2)

2
−

−(1− x3)(1− x4)((1 + x1)(1− x2) + (1− x1)(1 + x2))

8
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Рис. 1: Функция f1

Рис. 2: Функция f2

f2 =
(1− x1x2)(x3 + x4 − x3x4)− x1x2 + 2(x1 + x2) + 1

4

Inf1(f2) = Inf2(f2) =
1

2
, Inf3(f2) = Inf4(f2) =

1

4
,

Inf(f2) =
3

2
, τ(f2) =

1

3
.

Добавив ещё одну точку, получим функцию f3 или f4.
На рисунке 3 показано, как метод пересекающихся отрезков при-

меняется к доказательству того, что функция f3 не пороговая.
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Рис. 3: Функция f3 Рис. 4: Функция f4

Функция f4 = sign(p4), где p4 = 3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 + 1, поэтому
является пороговой. f4 симметрична по паре переменных (x2, x3).

f4 = 1− (1− x1)(1− x2)

2
− (1 + x1)(1− x2)(1− x3)(1− x4)

8
−

−(1− x1)(1 + x2)(1− x3)

4

f4 =
1 + 5x1 + 3x2 − x1x2

8
+
x3(3− x1 + x2 − 3x1x2)

8
+

+
x4(1− x3)(1 + x1 − x2 − x1x2)

8

Inf1(f4) =
5

8
, Inf2(f4) = Inf3(f4) =

3

8
,

Inf4(f4) =
1

8
, Inf(f4) =

3

2
, τ(f4) =

5

12
.

Добавим последнюю (восьмую) точку к функциям f3 и f4. Полу-
чим функции: f5, f6, f7 и f8.

Воспользовавшись методом пересекающихся отрезков, получим,
что функции f5 и f6 не являются пороговыми.
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Рис. 5: Функция f5 Рис. 6: Функция f6

Рис. 7: Функция f7 Рис. 8: Функция f8

Функция f7 не зависит от x4, значит, не является функцией 4
переменных.

Функция f8 = sign(p4), где p8 = 2x1 + x2 + x3 + x4, следова-
тельно, является пороговой. f8 симметрична по тройке переменных
(x2, x3, x4).

f8 = x1 +
((1− x1)(1 + x2)(1 + x3)(1 + x4)

8
−
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−(1 + x1)(1− x2)(1− x3)(1− x4))

8

f8 =
3x1 + x2 + x3 + x4 + x2x3x4 − x1x2x3 − x1x2x4 − x1x3x4

4

Inf1(f8) =
3

4
, Inf2(f8) = Inf3(f8) = Inf4(f8) =

1

4
,

Inf(f8) =
3

2
, τ(f8) =

1

2
.

Теперь рассмотрим функции, которые не содержат двух слоёв ми-
нус единиц. Все они являются пороговыми, так как получены из трёх-
мерных пороговых функций расширением пространства на одну раз-
мерность.

Рис. 9: Функция g1

g3
1 =

1

2
(x2 + x3 + x4 − x2x3x4)

Inf2(g3
1) = Inf3(g3

1) = Inf4(g3
1) =

1

2
, N−1(g3

1) = 4

Inf2(g1) = Inf3(g1) = Inf4(g1) =
1

4
, Inf1(g1) =

1

2
,

Inf(g1) =
5

4
, τ(g1) =

2

5
.

g3
2 = x2 −

(1 + x2)(1− x3)(1− x4)

4
=

3x2 + x3 + x4 + x2x3+

4
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Рис. 10: Функция g2

+
x2x4 − x3x4 − x2x3x4 − 1

4

Inf(g3
2) =

{
3

4
,
1

4
,
1

4

}
, N−1(g3

2) = 5, Inf(g2) =

{
5

8
,
3

8
,
1

8
,
1

8

}
,

Inf(g2) =
5

4
, τ(g2) =

1

2
.

Рис. 11: Функция g3 Рис. 12: Функция g4

Функция g3 не зависит от x3, значит, не является функцией 4
переменных.
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Функция g3
4 симметрична по всем трём переменным, поэтому

Inf(g3
4) =

{
1

4
,
1

4
,
1

4

}
, N−1(g3

4) = 7

Inf(g4) =

{
7

8
,
1

8
,
1

8
,
1

8

}
, Inf(g4) =

5

4
, τ(g4) =

7

10
.

Рис. 13: Функция g5 Рис. 14: Функция g6

Функция g5 = x1 не зависит от x2, x3, x4.

g2
6 =

x1 + x2 + x1x2 − 1

2

Inf(g2
6) =

{
1

2
,
1

2

}
, N−1(g2

6) = 3

Inf(g3
6) =

{
3

4
,
1

4
,
1

4

}
, N−1(g3

6) = 3

Inf(g6) =

{
3

8
,
3

8
,
1

8
,
1

8

}
, Inf(g6) = 1, τ(g6) =

3

8
.

Функция g7 не зависит от x2 и x4, а g8 от x4. Функция g9 симмет-
рична по всем своим переменным, поэтому τ(g9) = 1

4 .
Таким образом, мы доказали следующую теорему:
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Рис. 15: Функция g7 Рис. 16: Функция g8 Рис. 17: Функция g9

Теорема 2. Множество возможных значений τ для пороговых
функций, существенно зависящих от 4 переменных равно:{

1

4
,
1

3
,
3

8
,
2

5
,

5

12
,
1

2
,

7

10

}
.

В таблице на рисунке 18 приведено разбиение всех 1882 пороговых
функций четырёхмерного пространства на классы в зависимости от их
значения τ .

Автор выражает благодарность своему научному руководителю А.
А. Ирматову за внимание к работе и полезные обсуждения.
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Рис. 18: Разбиение пороговых функций четырёхмерного пространства
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