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В работе рассматривается задача расшифровки арифме-
тических сумм монотонных конъюнкций, определенных на
n-мерном булевом кубе, в модели точной расшифровки при
помощи запросов на значение функции. Предложен алго-
ритм расшифровки, на основе которого получена верхняя
оценка сложности расшифровки. Так же предложен алго-
ритм ответов на запросы, с помощью которого были по-
лучены нижние оценки сложности расшифровки исследуе-
мого класса функций для малого числа монотонных конъ-
юнкций.
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Введение

Если перед нами имеется некоторое физическое явление или
техническое устройство и мы хотим его понять, то мы пыта-
емся на него как-то воздействовать и по его реакциями дела-
ем какие-то заключения. Если техническое устройство является
имеет конечную память, то есть является конечным автоматом,
то исследованием таких устройств занимается теория автома-
тов [1]. Среди последних работ по теории автоматов можно от-
метить [2–16]. При этом в теории автоматов есть специальный
раздел, который занимается расшифровкой функций с памятью,
называемый экспериментами с автоматами [17–21].
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Если исследуемой устройство реализует функцию без памя-
ти, то раздел науки, занимающийся анализом таких устройств
называется расшифровкой функций, а в зарубежной литературе
Machine Learning (машинное обучение) [22,23].

В работе исследуется расшифровка дискретных функций,
определенных на n-мерном булевом кубе. Неформально задача
расшифровки функции из некоторого класса состоит в постро-
ении алгоритмов игры между учителем и учеником. Учитель
загадывает некоторую функцию из некоторого известного уче-
нику класса. Ученик с помощью алгоритма расшифровки пы-
тается отгадать загаданную функцию, т.е полностью восстано-
вить её таблицу значений, сделав минимальное число запросов
на значение функции. При этом мерой сложности служит число
запросов на значение функции, требуемое алгоритму для рас-
шифровки данной функции.

Задача расшифровки монотонных булевых функций иссле-
довалась В.К. Коробковым [24]. В 1966 году Ж.Ансель пока-
зал [25], что сложность расшифровки монотонных функций в
модели точной расшифровки при помощи запросов на значение
функции в точности равна C

[n
2

]
n + C

[n
2

]+1
n . Расшифровкой моно-

тонных функций с несущественными переменными занимались
П.Домашке и В.В.Осокин [26–28].

Среди последних работ по расшифровке функций можно от-
метить [29–38].

В представленной работе нас будет интересовать класс функ-
ций сумм монотонных конъюнкций. Значение функции из дан-
ного класса на некотором наборе определяется арифметической
суммой нижних единиц функции на подкубе, состоящем из на-
боров не больших чем данный набор.

Похожая задача рассматривалась А.Накамура и Н.Абе [39],
в работе которых значение функции определялось линейной
комбинацией нижних единиц, где коэффициенты при слагаемых
являлись вещественными числами. В случае с положительными
вещественными коэффициентами Накамура и Абе предложили
алгоритм расшифровки и верхнюю оценку его сложности. Так
же ими для данного же случая была получена нижняя оценка.
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Таким образом, исследуемая в настоящей работе задача пред-
ставляет собой частный случай более общей задачи рассмотрен-
ной в работе [39], с коэффициентами при слагаемых равными
единице.

Учитывая особенности данного класса в предлагаемой рабо-
те был предложен алгоритм расшифровки, для которого неза-
висимо от результатов работы [39] получена верхняя оценка
сложности расшифровки . Так же была доказана нижняя оцен-
ка сложности расшифровки исследуемого класса функций для
малого числа монотонных конъюнкций, с помощью алгоритма
ответов на запросы. Часть результатов данной работы была ан-
нонсирована в [40].

Автор выражает благодарность д.ф.-м.н. профессору
Э.Э.Гасанову за постановку задачи и помощь в работе.

Основные понятия и формулировка результатов

Обозначим через En = {(α1, . . . , αn) : αi ∈ {0, 1}, i =
1, 2, . . . , b} — n-мерный булев куб.

Для наборов α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ En введем
отношение α ≤ β, если αi ≤ βi для всех i = 1, . . . , n. Будем
писать α < β, если α ≤ β и α 6= β.

Если для двух наборов α и β выполнено либо α ≤ β, либо
β ≤ α, то мы называем наборы α и β сравнимыми, в противном
случае — несравнимыми.

Функция f называется монотонной, если для любых наборов
α) и β, таких что α ≤ β справедливо f(α) ≤ f(β).

Набор α = (α1, . . . , αn) называется нижней единицей моно-
тонной функции f , если f(α) = 1 и для любого набора β такого,
что β < α справедливо f(β) = 0.

Каждому набору α ∈ En можно сопоставим монотонную
конъюнкцию

Kα(x1, . . . , xn) = &i:αi=1xi

Будем говорить, что набор β удовлетворяет конъюнкции, со-
ответствующей набору α, если Kα(β) = 1, то есть если α ≤ β.
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Bn — множество всех подмножеств булевого куба En , со-
стоящих из несравнимых наборов. Понятно, что |Bn| равно ко-
личеству монотонных функций, поскольку каждая монотонная
функция однозначно определяется своим множеством нижних
единиц. Так, если B ∈ Bn — некоторое множество несравнимых
наборов, то монотонная функция с множеством нижних единиц
B задается формулой ∨α∈BKα.

Если B ∈ Bn, то функцию fB : En → N, определяемую соот-
ношением fB(x) = |Bx|, будем называть арифметической сум-
мой монотонных конъюнкций с нижними единицами из B.

В работе исследуется класс арифметических сумм монотон-
ных конъюнкций

Φn = {fB : B ∈ Bn}.

Через Φn,p обозначим класс арифметических сумм монотонных
конъюнкций из Φn,p с не более чем p нижними единицами.

Под запросом на значение функции будем понимать набор
значений переменных функции, под ответом на запрос — зна-
чение функции на этом наборе. Под алгоритмом расшифровки
будем понимать условный эксперимент, который последователь-
но генерирует запросы на значение функции в зависимости от
ответов на предыдущие запросы. Будем говорить, что алгоритм
расшифровывает функцию f из Φn, если значения функции на
наборах, сгенерированных условным экспериментом, однознач-
но определяют таблицу значений функции f при условии, что
f ∈ Φn. Скажем, что алгоритм расшифровывает класс функ-
ций Φn, если он расшифровывает любую функцию из Φn при
условии, что он получает n в виде входного параметра. Обо-
значим множество алгоритмов расшифровки класса Φn через
A(Φn).

Пусть A ∈ A(Φn), f ∈ Φn, тогда обозначим через ϕ(A, f) чис-
ло запросов на значение функции, требуемое алгоритму A для
расшифровки функции f . Будем называть ϕ(A, f) сложностью
алгоритма A на функции f .

Положим

ϕ(n, p) = min
A∈A(Φn)

max
f∈Φn,p

ϕ(A, f).
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Алгоритм расшифровки, на котором достигается минимум —
это такой алгоритм, который работает лучше других алгоритмов
на самой плохой функции из класса.

В работе предложен алгоритм расшифровки, обеспечивший
следующую верхнюю оценку.

Teopeмa 1. Имеет место неравенство

ϕ(n, p) 6

{
np− p− pblog2 pc+ 2blog2 pc+1, 0 < p < C

[n
2

]
n ,

1, p = 0.

Данная оценка согласуется с оценкой из работы [39].
Предложен алгоритм ответов на запросы алгоритмов рас-

шифровки для малого числа монотонных конъюнкций который
заставляет делать алгоритмы расшифровки как можно боль-
ше запросов, с помощью которого получена следующая нижняя
оценка.

Teopeмa 2. При p < n+ 1 справедливо ϕ(n, p) > np− (p−1)p
2

+ 1.

Следствие 1. Справедливы равенства ϕ(n, 1) = n+1, ϕ(n, 2) =
2n, ϕ(n, 3) = 3n− 2.

Следствие 2. Если p = ō(n), то ϕ(n, p) ∼ np.

Следствие 3. Если p = O(n), то ϕ(n, p) = O(n2).

Верхняя оценка

Пусть B — множество несравнимых n-мерных векторов, ко-
ординаты которых неопределены. B соответствует множеству
нижних единиц функции.

Задачу расшифровки можно считать разрешенной, если
определен каждый элемент из множества B. Для этого необ-
ходимо восстановить каждую компоненту каждого n-мерного
вектора из данного множества B.

Пусть β = (β1, . . . , βn), β ∈ En. Обозначим 0β = {i : βi = 0}
— номера нулевых компонент набора β, 1β = {i : βi = 1} —
номера единичных компонент набора β.
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Если β ∈ En, B ∈ Bn, то обозначим Bβ = {α ∈ B : α ≤ β}.
Справедливо утверждение.

Лемма 1. Если β ∈ En, B ∈ Bn, α ∈ Bβ, то 0β ⊆ 0α.

Доказательство. Предположим противное, пусть βj = 0, а при
этом αij = 1, тогда Kα(β1, . . . , βn) = &i:αi=1βi = 0. Противоречие.
Следовательно, из βj = 0 следует αj = 0. �

Данное утверждение позволяет сделать следующий вывод.
Если fB(β) = k, то в B должно встретиться k наборов, образу-
ющих множество Bβ, в которых нули стоят в тех же позициях,
что и у набора β.

Рассмотрим дополнение к множеству Bβ, обозначим его че-
рез B′β, B

′
β = B \ Bβ. Для каждого γ ∈ B′β справедливо

Kγ(β) = 0. Это означает, что одна из переменных входящая в
монотонную конъюнкцию набора β равна нулю, в то время как
данная переменная входящая в конъюнкцию нижней единицы
из множества B′β равна единице.

Данное соображение можно сформулировать в виде утвер-
ждения.

Лемма 2. Если β ∈ En, B ∈ Bn, γ ∈ B′β, то 0β ∩ 1γ 6= ∅.

Отсюда следует, что набор β содержит ровно одну нулевую
компоненту, то у всех наборов из B′β в той же компоненте долж-
на стоять единица.

При этом ясно, что если набор β содержит более чем одну
нулевую координату, нельзя однозначно определить какая имен-
но из литер входящих в конъюнкцию Kγ(x1, . . . , xn) = &i:γi=1xi
равна нулю.

Через 0j обозначим набор из n − 1 слоя En , в котором j
компонента равна нулю, 1 ≤ j ≤ n. Пусть β = 0j , т.е. βj = 0
и βi = 1 при i 6= j. Опросим набор β, пусть на данном наборе
функция будет принимать значение равное k, k > 0, т.е. fB(β) =
k, тогда мы сможем однозначно зафиксировать j координату для
каждого из набора, которые принадлежат множествам Bβ и B′β:

1) αij = 0, для всех αi ∈ Bβ, где i = 1, k,
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2) γij = 1, для всех γi ∈ B′β, где i = 1, |B| − k.

В итоге имеем два подкуба En−1
1,j и En−1

0,j , объединение ко-
торых есть куб En. Наборами куба En−1

1,j (En−1
0,j ) являются все

наборы куба En с j единичной (нулевой) координатой. Таким
образом, множество Bβ можно представить как Bβ = B

⋂
En

0,j,
соответственно B′β = B

⋂
En

1,j.

Лемма 3. Если β ∈ En, B ∈ Bn, fB(β) = 0, то для любого
α ∈ B справедливо

∑
i∈0β

αi > 0.

Доказательство. Так как fB(β) = 0, то для любого α ∈ B верно
Kα(β) = 0, т.е. α ∈ B′β. Отсюда, учитывая лемму 2, имеем для
любого α ∈ B справедливо

∑
i∈0β

αi > 0. �

Лемма 4. Если β ∈ En, B ∈ Bn, fB(β) = k, k > 0, то для
любых α ∈ Bβ и i ∈ 0β выполняется αi = 0, а для любого
γ ∈ B′β выполнено

∑
i∈0β

γi > 0.

Данное утверждение является следствием лемм 1 и 2.
Приведем алгоритм расшифровки для класса функций Φn,1,

назовем его I1. Класс Φn,1 включает в себя функцию тож-
дественный ноль и функции, которые задаются единственной
нижней единицей.

Алгоритм I1

1) Опросим значение функции fB на наборе (11 . . . 11), пусть
fB(11 . . . 11) = p. Если p = 0, то данная функция тожде-
ственный ноль. Расшифровка окончена.

2) Иначе значение p = 1, и у функции fB есть единствен-
ная нижняя единица, которую обозначим α = (α1, . . . , αn).
Опросим набор 0n = (111 . . . 110). Возможны два варианта:

а) fB(0n) = 0, тогда из леммы 3 следует, что αn = 1. Да-
лее будем расшифровывать функцию f 1

B(x1, ..., xn−1) =
fB(x1, ..., xn−1, 1), учитывая опрошенные наборы.
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б) fB(0n) = 1, тогда из леммы 4 следует, что αn =
0, и мы расшифровываем функцию f 0

B(x1, ..., xn−1) =
fB(x1, ..., xn−1, 0) по тому же алгоритму рекурсивно.

Опишем алгоритм для расшифровки функций в общем слу-
чае. Обозначим его через I, данный алгоритм будет определять
значения функции fB(x1, . . . , xn) из Φn, а точнее будет опреде-
лять множество B.

Алгоритм I

1) Определим значение функции fB(x1, . . . , xn) на наборе
(111 . . . 11). Пусть значение функции на данном наборе рав-
но p. Если p = 0, то функция полностью расшифрована.
Если p = 1 и размерность куба равна единице, то функция
так же полностью расшифрована. Если p = C

[n
2

]
n , и n —

четное, то B совпадает со средним слоем куба и функция
полностью определена, если n — нечетное, то B один из
двух средних слоев. Опросим значение функции на любом
наборе из нижнего среднего слоя и полностью определим
функцию. Иначе переходим к пункту 2.

2) Далее рекурсивно применяем алгоритм I к кубу меньшей
размерности, где на n месте находится ноль, т.е будем рас-
шифровывать функцию fB(x1, . . . , xn−1, 0). При этом вос-
станавливаем литеры нижних единиц.

3) Далее запускаем алгоритм I к кубу xn = 1 и расшиф-
ровываем функцию f 1

B(x1, . . . , xn−1) = fB(x1, . . . , xn−1, 1) −
fB(x1, . . . , xn−1, 0). При этом значение функции f 1

B(11 . . . 1)
мы уже знаем:

f 1
B(11 . . . 1) = fB(11 . . . 1)− fB(11 . . . 10).

Обозначим
φ(I, n, p) = max

f∈Φn,p
ϕ(I, f).

Предположим на верхнем наборе куба En значение функ-
ции равно p. Далее согласно алгоритму I мы опрашиваем набор
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(11 . . . 10), предположим, что значение функции на данном на-
боре будет равно q. Сложность расшифровки в подкубе xn = 0
будет равна φ(I, n− 1, q), а в подкубе xn = 1 соответственно
φ(I, n− 1, p− q), при этом учитываем, что набор (11 . . . 11) уже
опрошен. Необходимо выбрать q, таким образом, чтобы сумма
φ(I, n− 1, q) +φ(I, n− 1, p− q) достигала максимального значе-
ния.

Таким образом, можем задать сложность алгоритма I в виде
рекурсивной формулы

φ(I, 0, 1) = 1,

φ(I, n, 0) = 1,

φ(I, n, p) = max0≤q≤[n/2](φ(I, n− 1, q) + φ(I, n− 1, p− q)).

Покажем, что максимум достигается при q = [p
2
].

Лемма 5. Справедливо равенство

φ(I, n, p) = max
0≤q≤[p/2]

(φ(I, n− 1, q) + φ(I, n− 1, p− q)) =

= φ(I, n− 1, bp/2c) + φ(I, n− 1, dp/2e).

Доказательство. Проведем доказательство по индукции.
Базис индукции. Для n = 0, 1, 2 лемма верна.
Индуктивный переход.
Предположим, что лемма верна для n. Т.е справедливо ра-

венство

φ(I, n− 1, q)+φ(I, n− 1, p−q) ≤ φ(I, n− 1, bp
2
c)+φ(I, n− 1, dp

2
e)

для 0 ≤ q ≤ [p/2].
Докажем утверждение для n+ 1.
По предположению индукции справедливо

φ(I, n, q) + φ(I, n, p− q) ≤ φ(I, n− 1, bq
2
c)+

+ φ(I, n− 1, dq
2
e) + φ(I, n− 1, bp− q

2
c) + φ(I, n− 1, dp− q

2
e).
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1) Пусть p = 2k, q = 2m. Тогда имеем

φ(I, n, q) +φ(I, n, p− q) ≤ φ(I, n− 1,m) +φ(I, n− 1,m)+

+ φ(I, n− 1, k −m) + φ(I, n− 1, k −m) =

= φ(I, n, k) + φ(I, n, k) = φ(I, n, p
2

) + φ(I, n, p
2

).

2) Для p = 2k + 1, q = 2m+ 1 получим

φ(I, n, q) + φ(I, n, p− q) ≤ φ(I, n− 1, [
2m+ 1

2
])+

+φ(I, n− 1, [
2m+ 1

2
]+1)++φ(I, n− 1, [

2k + 1− 2m− 1

2
])+

+ φ(I, n− 1, [
2k + 1− 2m− 1

2
]) = φ(I, n− 1,m)+

+ φ(I, n− 1,m+ 1) + φ(I, n− 1, k −m)+

+ φ(I, n− 1, k −m) = φ(I, n, k) + φ(I, n, k + 1) =

= φ(I, n, [p
2

]) + φ(I, n, [p
2

] + 1).

3) Пусть p = 2k + 1, q = 2m, тогда

φ(I, n, q) + φ(I, n, p− q) ≤ φ(I, n− 1, [
2m

2
])+

+ φ(I, n− 1, [
2m

2
]) + φ(I, n− 1, [

2k + 1− 2m

2
])+

+ φ(I, n− 1, [
2k + 1− 2m

2
] + 1) = φ(I, n− 1,m)+

+ φ(I, n− 1,m) + φ(I, n− 1, k −m)+

+ φ(I, n− 1, k −m+ 1) = φ(I, n, k) + φ(I, n, k + 1) =

= φ(I, n, [p
2

]) + φ(I, n, [p
2

] + 1).
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4) Для p = 2k, q = 2m+ 1 имеем

φ(I, n, q) + φ(I, n, p− q) ≤ φ(I, n− 1, [
2m+ 1

2
])+

+ φ(I, n− 1, [
2m+ 1

2
] + 1) + φ(I, n− 1, [

2k − 2m− 1

2
])+

+ φ(I, n− 1, [
2k − 2m− 1

2
] + 1) = φ(I, n− 1,m)+

+φ(I, n− 1,m+1)+φ(I, n− 1, k−m−1)+φ(I, n− 1, k−m) =

= φ(I, n, k) + φ(I, n, k) = φ(I, n, p
2

) + φ(I, n, p
2

).

Тем самым доказательство леммы завершается. �

Выведем аналитическую формулу из полученного рекуррент-
ного соотношения.

Лемма 6. Справедливо равенство

φ(I, n, p) =

{
np− p− pblog2 pc+ 2blog2 pc+1, 0 < p < C

[n
2

]
n ,

1, p = 0.

Доказательство. Распишем рекуррентную формулу

φ(I, n, p) = φ(I, n− 1, bp
2
c) + φ(I, n− 1, dp

2
e) =

= φ(I, n− 2, b
bp

2
c

2
c) + φ(I, n− 2, d

dp
2
e

2
e)+

+ φ(I, n− 2, d
bp

2
c

2
e) + φ(I, n− 2, b

dp
2
e

2
c) =

= ... = φ(I, n− k1, 1) + φ(I, n− k2, 1) + . . .+ φ(I, n− kp, 1).

Рекурсивное дерево будет выглядеть, как изображено на ри-
сунке 1.

Используя соотношение φ(I, n, 1) = n+ 1, получим

φ(I, n, p) = (n− k1) + 1 + . . . (n− kp) + 1 = np+ p− k1 . . .− kp

Рассмотрим бинарное дерево, изображенное на рисунке 2.
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φ(I, n, p)

φ(I, n− 1, bp2c)

φ(I, n− 2, b b
p
2
c

2 c) φ(I, n− 2, d b
p
2
c

2 e)

φ(I, n− 1, dp2e)

φ(I, n− 2, d d
p
2
e

2 e) φ(I, n− 2, b d
p
2
e

2 c)

Рис. 1: Рекурсивное дерево.

p

bp2c

b b
p
2
c

2 c d b
p
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d d
p
2
e

2 e b d
p
2
e
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Рис. 2: Бинарное дерево.
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Значения на узлах рассматриваемого дерева будут соответ-
ствовать значениям функции на опрашиваемых наборах буле-
вого куба. Значения на узлах, являющихся листами данного
дерева, будут равны единице и при этом уровень каждого ли-
ста будет отличаться не более, чем на единицу. Дерево имеет p
листов.

Уровню k соответствует 2k узлов. То есть k1, ..., kp равны
уровню каждого листа бинарного дерева, изображенного на ри-
сунке 2.

Если p степень двойки, получаем

k1 + . . .+ kp = log2 p+ . . .+ log2 p = p log2 p.

Следовательно, φ(I, n, p) = np+ p− p log2 p.
Выведем формулу в общем случае. Формула выглядит сле-

дующим образом

φ(I, n, p) = (n− k1) + 1 + . . . (n− kp) + 1 = np+ p− k1 . . .− kp.

Обозначим сумму отрицательных членов через K, т.е K =
k1 + . . .+ kp. Определим K.

Уровень каждого листа дерева, изображенного на рисунке
2, будет равен либо blog2 pc, либо blog2 pc + 1. Так как строго
бинарное дерево с n листами всегда содержит 2n − 1 узлов,
имеем

2p− 1 = 20 + 21 + 22 + . . .+ 2blog2 pc + x,

где x — число узлов на уровне blog2 pc+ 1.
Откуда

x = 2p− 1− 20 − 21 − 22 − . . .− 2blog2 pc,

x = 2p− 2blog2 pc+1.

В общем виде имеем

K = (blog2 pc+1)(2p−2blog2 pc+1)+blog2 pc(p−(2p−2blog2 pc+1)) =

= blog2 pc2p+2p−blog2 pc2blog2 pc+1−2blog2 pc+1+blog2 pc2blog2 pc+1−
− pblog2 pc = pblog2 pc+ 2p− 2blog2 pc+1.
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Таким образом,

φ(I, n, p) = np+ p− pblog2 pc − 2p+ 2blog2 pc+1 =

= np− p− pblog2 pc+ 2blog2 pc+1.

Лемма доказана. �

Теорема 1 является следствием леммы 6 и неравенства
ϕ(n, p) ≤ φ(I, n, p).

Нижняя оценка

Задача учителя заключается в построении алгоритма отве-
тов на запросы на значение функции. При этом выбирать ответы
на запросы необходимо таким образом, чтобы максимизировать
общее число запросов на значение функции, которое должен
сделать алгоритм расшифровки, для однозначного определения
данной функции. То есть каждый раз необходимо отвечать так,
чтобы алгоритм получил как можно меньше информации о на-
борах, являющихся нижними единицами.

Обозначим множество нижних единиц, задающих функцию
следующим образом: B = {αi = (αi1, . . . , α

i
n) : i = 1, 2, . . . , p}.

Считаем, что множество нижних единиц восстановлено, если
восстановлены каждая из координат векторов αi.

Пусть есть некий алгоритм ответов на запросы W1, который
для каждого запроса на значение функции на некотором наборе,
возвращать значение функции, учитывая при этом предыдущие
запросы. На каждом шаге алгоритму W1 необходимо следить за
тем, чтобы выполнялись условия лемм 3 и 4, при этом каждый
ответ на вопрос можно вызвать фиксацию некоторых компонент
векторов из B.

Построим алгоритм ответов на запросы функции для классов
Φn,1 и Φn,2 тем самым докажем нижнюю оценку.

Лемма 7. Имеет место неравенство ϕ(n, 1) ≥ n+ 1.

Доказательство. Алгоритм ответов на запросы будет “прятать”
искомую функцию в множестве

A = {0, x1 . . . xn−1, x1 . . . xn−2xn, x2 . . . xn, x1 . . . xn}.
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Все эти функции на наборах ниже (n−1)-го слоя принимают
значение 0, поэтому для любого запроса β, где |1β| < n− 1 (т.е.
β лежит ниже (n − 1)-го слоя), выдаем ответ 0. В этом случае
алгоритм расшифровки ничего не узнает о расшифровываемой
функции, и множество A не меняется.

Если алгритм расшифровки опросил набор β = (11 . . . 11),
т.е. |0β| = 0, то выдаем ответ 1, тем самым исключаем функ-
цию 0 из множества A, поскольку только функция 0 принимает
значени 0 на наборе (11 . . . 11).

Если алгоритм расшифровки опрашивает набор β = 0j из
(n − 1)-го слоя, то выдаем ответ 0 и, тем самым, исключаем
функцию x1 . . . xj−1xj+1 . . . xn из множества A, поскольку только
эта функция принимает значение 1 на наборе 0j.

Тем самым любой запрос из n-го или (n− 1)-го слоя исклю-
чают из множества A ровно одну функцию, т.е. опросить не все
наборы из n-го и (n − 1)-го слоя, то в множестве A останется
по крайней мере 2 функции, и алгоритм расшифровки не будет
знать, какая из этих 2-х функций искомая.

Лемма доказана. �

Лемма 8. Справедливо неравенство ϕ(n, 2) ≥ 2n.

Доказательство. Пусть B = {α1 = (α1
1, . . . , α

1
n), α2 =

(α2
1, . . . , α

2
n)} — множество нижних единиц, с помощью которых

задается функция. На данном этапе эта информация недоступна
алгоритму расшифровки, для этого необходимо будет опросить
вершину куба. Поэтому считаем, что набор (11, . . . , 11) опро-
шен изначально. Покажем, что алгоритму расшифровки при-
дется сделать как минимум еще 2n − 1 запросов на значение
функции, чтобы однозначно восстановить все нижние единицы.

Если |0β| > 1, то возвращаем значение функции равное нулю,
откуда согласно лемме 3 cправедливы неравенства

∑
i∈0β

α1
i > 0,∑

i∈0β

α2
i > 0.

(1)

183



З.А. Ниязова

В этом случае, мы не позволим алгоритму расшифровки од-
нозначно зафиксировать литеры α1 и α2, для этого будут необ-
ходимы дополнительные запросы на значение функции.

Если алгоритм опрашивает наборы на n− 1 слое, будем фор-
мировать значение функции равное единице. Согласно 4, ес-
ли fB(0j) = 1, то справедливо α1

j + α2
j = 1. Если ни одна из

литер α1, α2 не определена, можем принять на первом шаге
α1
j = 1, α2

j = 0. Иначе чтобы решить α1
j + α2

j = 1, необходи-
мо будет сделать дополнительный запрос на значение функции.
Чтобы однозначно зафиксировать координаты нижних единиц
алгоритму потребуется опросить n− 1 слой, и сделать дополни-
тельно n−1 запросов, чтобы решить уравнения вида α1

j+α2
j = 1.

Для этого нужно опросить наборы вида 0i,j — набор в котором
ровно 2 нуля на i-м и j-м месте.

Так если предположить, что уже опрошен набор 0i, причем
α1
i = 0, α2

i = 1, и опрошен набор 0i,j и fB(0i,j) = 0, то есть{
α1
i + α1

j > 0,
α2
i + α2

j > 0,
(2)

то, чтобы однозначно восстановить α2
j , необходимо будет опро-

сить еще и набор - 0j, иначе α2
j может принимать значение как

ноль, так и один.
Отвечая подобным способом, мы каждый раз позволяем фик-

сировать алгоритму одну координату нижней единицы, что за-
фиксировать литеры α1 алгоритму расшифровки придется опро-
сить минимум n наборов, а для α2 минимум n− 1 наборов, так
как она будет находится в другом подкубе En−1

0,j . �

Постороим алгоритм ответов на запросы W1 для класса Φn,p

, где p < n.
Договоримся считать, что первый запрос, который делает

алгоритм расшифровки, это запрос (1, 1, . . . , 1), который дает
информацию о количестве нижних единиц функции, и пусть
эточисло равно p. Поэтому алгоритм ответов на запросы будет
иметь дело с множеством из p векторов B = {αi = (αi1, . . . , α

i
n) :

i = 1, . . . , p}, интерпретируемых как нижние единицы функции.
Каждая компонента этих векторов будет принимать значения
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из множества {∗, ∗0, ∗1, 0, 1}. Символ ∗ будет пониматься как
компонента не известна, ∗0 и ∗1 будут интерпретироваться как
условные ноль и единица соответственно, а 0 и 1 будут озна-
чать, что значение компоненты полностью определено. В на-
чальный момент все p векторов полностью не известны, т.е.
αi = (∗, . . . , ∗), i = 1, . . . , p. Алгоритм ответов на запросы стара-
ется отвечать так, чтобы после ответа как можно меньшее ко-
личество компонент векторов из множества B стало известно.
Когда все компоненты становятся известными, алгоритм прекра-
щает свою работу, поскольку функция полностью определена.

Идея алгоритма ответов на запросы будет состоять в следу-
ющем. Если поступает запрос β из (n − 1)-го слоя, т.е. β = 0i,
то стараемся ответить 1, если это ничему не противоречит. Для
запросов ниже (n − 1)-го слоя стараемся ответить 0, если это
ничему не противоречит. Противоречия могут возникнуть из-за
того, что желаемое значение функции может не согласовывать-
ся с уже известными на данный момент компонентами векторов
αi, i = 1, . . . , p.

Прежде чем строго определять алгоритм ответов на запросы,
определин две вспомогательные процедуры.

Процедура ПроверкаЗначенияНоль будет проверять, можно
ли установить значение искомой функции на опрашиваемом за-
просе в 0, и если да, то вносит в значения векторов из B изме-
нения, навязываемые данным значением функции. На вход про-
цедуры ПроверкаЗначенияНоль поступает опрашиваемый набор
β и один из векторов αi = (αi1, . . . , α

i
n) из B. Если для всех ком-

нонент j таких, что βj = 0 выполнено αij = 0, то не выполняется
условие леммы 2, и, значит, значение функции fB(β) не может
быть равным 0, поэтому процедура возвращает значение 0, что
означает неуспех. Если существует такой индекс j, что βj = 0
и αij = ∗, а для всех остальных индексов l таких, что l 6= j,
βl = 0 выполняется αil = 0, то устанавливаем αij = ∗1. Во всех
остальных случаях значения компонент вектора αi не меняется.
Процедура ПроверкаЗначенияНоль возращает значение 1, что
означает успех.
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Вторая вспомогательная процедура называется ПроверкаЗна-
ченияЕдиница. Она проверяет, можно ли установить значение
искомой функции на опрашиваемом запросе в 1, и если мож-
но, то изменяет множество B в соответствии с этим значением.
Процедура состоит из следующих шагов.

1) Если все компоненты всех векторов из B не известны и
β = 0j, то устанавливаем α1

j = 0, а αij = 1, i = 2, . . . , p, воз-
вращаем значение 1, что означает успех. Например, если
β = 01, то после применения процедуры имеем

α1 = (0, ∗, . . . , ∗),
α2 = (1, ∗, . . . , ∗),

. . .
αp = (0, ∗, . . . , ∗),

2) Если таких наборов αi, что из βj = 0 следует αij = 0,
больше одного, то возвращаем значение 0, что означает
неуспех.

3) Если для всех αi из B выполняется 0β ∩ 1αi 6= ∅, то возвра-
щаем значение 0.

4) В случае, когда имеется ровно один вектор αi , для которо-
го из βj = 0 следует αij0, тогда для остальных векторов из
B запускаем процедуру ПроверкаЗначенияНоль. Тот факт,
что процедура не завершилась на шаге 2, гарантирует, что
все процедуры ПроверкаЗначенияНоль завершатся успеш-
но. Возврашаем значение 1, что означает успех. Например,
если опрашиваем набор β = 01 и имеем следующее множе-
ство нижних единиц

α1 = (0, α1
2, . . . , α

1
n),

α2 = (α2
2, α

2
2, . . . , α

2
n),

. . .
αp = (α2

2, α
p
2, . . . , α

p
n),
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то после применения процедуры ПроверкаЗначенияЕдини-
ца получим

α1 = (0, α1
2, . . . , α

1
n),

α2 = (∗1, α2
2, . . . , α

2
n),

. . .
αp = (∗1, αp2, . . . , αpn).

5) Если для одного вектора αi из B выполнено условие, что
из βj = 0 следует αij = ∗, а для остальных векторов αl,
l 6= i, выполнено 0β ∩ 1αl 6= ∅, то для каждого индекса j
такого, что βj = 0 устанавливаем αij = ∗0, и возвращаем
значение 1. Например, опрашиваем набор β = 00,1, и имеем
следующее множество нижних единиц

α1 = (∗, ∗, α1
3, . . . , α

1
n),

α2 = {1, 0, α2
3, . . . , α

2
n),

. . .
αp = {αp2, 1, α

p
3, . . . , α

p
n),

т.е. у всех αl, l = 2, . . . , p, одна из координат αl1, α
l
2 равна

единице, то после применения процедуры ПроверкаЗначе-
нияЕдиница получим

α1 = (∗0, ∗0, α1
3, . . . , α

1
n),

α2 = {1, 0, α2
3, . . . , α

2
n),

. . .
αp = {αp2, 1, α

p
3, . . . , α

p
n).

6) Если в множестве нижних единиц все кроме одного набора
схожи, т.е. одинаково проставлены координаты , то тогда
первому проставляем условный ноль, для остальных за-
пускаем процедуру ПроверкаЗначенияНоль и возвращаем
значение 1.

Например, если β = 02 и имеем следуещее множество B

α1 = (0, 1, α1
3, . . . , α

1
n),

α2 = (1, ∗, α2
3, . . . , α

2
n),

. . .
αp = (1, ∗, αp3, . . . , αpn),
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то после применения процедуры ПроверкаЗначенияЕдини-
ца получим

α1 = (0, 1, α1
3, . . . , α

1
n),

α2 = (1, ∗0, α2
3, . . . , α

2
n),

α3 = (1, ∗1, α3
3, . . . , α

3
n),

. . .
αp = (1, ∗1, αp3, . . . , αpn).

Теперь опишем алгоритм ответов на запросы. Считаем, что
алгоритм запоминает все опрошенные наборы и ответы на них.
На вход алгоритма поступаем опрашиваемый набор β. Алгоритм
состоит из следующих шагов.

1) Если набор β находится на n слое, то возвращаем значение
функции равное p.

2) Если набор β находится ниже (n−1)-го слоя, то выполняем
следующие действия.

а) Проверяем опрошен ли данный набор, если да, то воз-
вращаем то значение, которое уже возвращали.

б) Для каждого набора из запускаем процедуру Провер-
каЗначенияНоль.

в) Если на каком-то наборе процедура ПроверкаЗначе-
нияНоль вернула значение 0, то запускаем процеду-
ру ПроверкаЗначенияЕдиница и возвращаем значение
единица.

г) Для всех опрошенных наборов булевого куба, мы за-
пускаем процедуры ПроверкаЗначенияНоль и Провер-
каЗначенияЕдиница в зависимости от значения функ-
ции на данном наборе, которое мы ранее вернули ал-
горитму расшифровки. Если для каждого из наборов
проверка прошла успешно, то возвращаем значение
равное нулю, и все координаты вида ∗1, ∗0 преобра-
зуем в 1, 0. Иначе если хотя бы для одного из наборов
условие не выполняется, все координаты вида ∗1, ∗0
преобразуем в ∗, и возвращаем значение функции, рав-
ное единице.
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3) Если набор β находится на (n − 1)-м слое, то выполняем
следующие действия.

а) Проверяем опрошен ли данный набор, если да, то воз-
вращаем то значение, которое уже возвращали.

б) Запускаем процедуру ПроверкаЗначенияЕдиница.
в) Если проверка завершается неуспешно, то запускаем

процедуру ПроверкаЗначенияНоль для каждого набо-
ра из B, и возвращаем значение ноль.

г) Если проверка завершается неуспешно, то для всех
опрошенных наборов булевого куба, мы запускаем
процедуры ПроверкаЗначенияНоль и ПроверкаЗначе-
нияЕдиница в зависимости от значения функции на
данном наборе, которое мы ранее вернули алгоритму
расшифровки. Если для каждого из наборов проверка
прошла успешно, то возвращаем значение равное еди-
ница, и все координаты вида ∗1, ∗0 преобразуем в 1, 0.
Иначе если хотя бы для одного из наборов условие не
выполняется, все координаты вида ∗1, ∗0 преобразуем
в ∗, и возвращаем значение функции, равное ноль.

Перейдем к доказательству теоремы 2.
Согласно алгоритму ответов на запросы, приведенному вы-

ше, если алгоритм будет опрашивать наборы на нижних слоях
булевого куба, то будем формировать значение функции равное
нулю, т.е fB(β) = 0, в этом случае алгоритму не удастся раз-
гадать ни одну из координат α ∈ B. То есть алгоритм расшиф-
ровки не получит информации о нижних единицах функции,
так как в этом случае будем располагать нижние единицы в
верхних слоях куба En. Итак, если fB(β) = 0, то для любого
α ∈ B справедливо

∑
j∈0β

αj > 0. Если нулей более чем один, что-

бы однозначно восстановить |0β| нулевых литер для одной αj,
необходимо будет сделать дополнительные запросы на значение
функции. В случае, когда невозможно вернуть ноль, это зна-
чит что координаты уже зафиксированы таким образом, что для
некоторого α из B выполняется

∑
j:βj=0

αj = 0.
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Если опрашиваются наборы на (n − 1)-м слое, то обычно
fB(β) = 1. В случае когда ни одна из литер α ∈ B не опреде-
лена, то можем отнести α1 к Bβ, а остальные к B′β, и зафикси-
ровать одну координату для нижних единиц. Иначе необходимо
будет задать дополнительные вопросы, чтобы зафиксировать ко-
ординату нижней единицы.

Таким образом, как правило мы позволяем фиксировать одну
координату за один запрос алгоритма расшифровки.

Если алгоритм будет достаточно умен, то будет опрашивать
(n−1)-й и (n−2)-й слой, в этом случае располагаем нижние еди-
ницы на (n− 1)-м слое. Если одна нижняя единица находится в
подкубе En−1

0,j , то очевидно что остальные находятся в подкубе
En−1

1,j , исходя из fB(0j) = 1. Далее алгоритм будет расшифровы-
вать нижниее единицы в подкубе меньшей размерности En−1

1,j ,
где следующие нижние единицы так же будут принадлежать
(n − 1)-му слою. Таким образом, чтобы зафиксировать все ли-
теры α1 ∈ En−1

0,j необходимо будет задать n запросов, при этом
для остальных α ∈ En−1

1,j мы зафиксируем одну литеру, так как
они будут находится в разных подкубах, т.е уже необходимо
будет задать n − 1 запрос, для следующих α ∈ B действуем
аналогично, откуда получаем

ϕ(n, p) ≥ 1+n+n−1+n−2+n−3+n−(p−1)) = np− (p− 1)p

2
+1.
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Learning of arithmetic sum of monotone
conjuctions

Z.A. Niyazova

The problem of learning of the arithmetic sums of
monotone conjunctions is considered. It is offered algorithm
of learning on the basis of which the upper bound of learning
complexity is obtained. The algorithm of replies to the
requests is proposed. With the help of this algorithm, lower
bound of learning complexity is obtained.

Keywords: learning of discrete functions, sum of
monotone conjuctions.
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