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Понятие звездной высоты было впервые введено Эгганом в
1963 г. наряду с понятием циклической сложности конечного
автомата. Циклическая сложность автомата связана со звезд-
ной высотой принимаемого им языка: звездная высота регуляр-
ного языка равна минимальной циклической сложности среди
автоматов, принимающих данный язык. Однако проблема на-
хождения минимального (по отношению к циклической слож-
ности) автомата до сих пор остается открытой. В данной работе
рассматривается вопрос о соотношении циклической сложности
минимального автомата регулярного языка и его звездной вы-
соты.
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1. Введение

Понятие звездной высоты регулярного языка было впервые вве-
дено Эгганом [2] в 1963 году как мера сложности регулярного мно-
жества. В своей работе Эгган поставил два вопроса: существует ли
регулярные языки сколь угодно большой звездной высоты и суще-
ствует ли алгоритм вычисления звездной высоты для произвольного
регулярного множества.

На первый вопрос самим Эгганом был получен положительный
ответ в случае алфавита нефиксированной длины. В случае фикси-
рованного алфавита (в частности {0,1}) Дижоном и Шутценберже [3]
в 1966 году был получен также положительный ответ.
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Второй вопрос оставался открытым в течение 25 лет, до тех пор,
пока Хашигучи [4] в 1988 году не предъявил алгоритм для вычис-
ления звездной высоты регулярного выражения. Однако данный ал-
горитм не применим на практике в виду высокой вычислительной
сложности (вычисление звездной высоты для языка, принимаемого

автоматом с четырьмя состояниями, требует перебора 10

. . .
︸︷︷︸

7

10

регу-
лярных языков [5]).

Более эффективный алгоритм (дважды экспоненциальной слож-
ности) был предложен Кирстеном [6] в 2005 году.

Кроме того Эгганом было введено понятие циклической слож-
ности автомата (ориентированного графа). Циклическая сложность
автомата связана со звездной высотой принимаемого им языка:
звездная высота регулярного языка равна минимальной циклической
сложности среди автоматов, принимающих данный язык.

В данной работе рассматривается вопрос о соотношении цикли-
ческой сложности минимального автомата регулярного языка и его
звездной высоты.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю,
кандидату физико-математических наук, Строгалову А.С.

2. Определения и используемые теоремы

Определение 1. Конечным детерминированным автоматом назы-
вается набор (A,Q,F, ϕ, q0), где Q — конечное множество состояний,
F ⊆ Q — множество финальных состояний, q0 — начальное состоя-
ние, ϕ : A∗ × Q → Q, ϕ(q, λ) = q, ϕ(q, αa) = ϕ(ϕ(q, α), a), где λ —
пустой символ.

Каждому автомату A соответствует регулярный язык {w ∈

A∗ | ϕ(q0, w) ∈ F}. Будем обозначать этот язык L(A) и говорить,
что автомат A принимает язык L. Множество всех автоматов, при-
нимающих L, обозначим M(L).

Определение 2. Минимальным автоматом для языка L называ-
ется автомат, принимающий L и имеющий минимальное число состо-
яний среди всех автоматов, принимающих L. Минимальный автомат
определен однозначно с точностью до изоморфизма [1]. Будем обо-
значать минимальный автомат Amin(L).
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Определение 3. Регулярным выражением над алфавитом A назы-
вается слово над алфавитом A∪{∅, ·,+, ∗, (, )}, определяемое по сле-
дующим правилам:

1) символы алфавита A и ∅ — регулярные выражения;

2) если α и β — регулярные выражения, то (α+β), (α · β), (α)∗ —
регулярные выражения.

Обозначим регулярный язык, соответствующий регулярному вы-
ражению R как L(R). Множество регулярных выражений, определя-
ющих язык L, обозначим R(L).

Определение 4. Звездная высота регулярного выражения sh(R)
определяется следующим образом:

1) sh(a) = 0 ∀a ∈ A ∪ λ;

2) sh(α+ β) = sh(α · β) = max(sh(α), sh(β));

3) sh(α∗) = sh(α) + 1.

Определение 5. Звездная высота регулярного языка L равна
minr∈R(L) sh(r).

Определение 6. Циклическая сложность ориентированного графа
G определяется следующим образом:

1) если граф G не содержит сильносвязных компонент или явля-
ется изолированной вершиной, то lc(G) = 0;

2) lc(G) = max {lc(P) | P − сильносвязная компонента графа G},
если G не сильносвязный;

3) lc(G) = 1 + min {lc(G \ {s}) | s ∈ V (G)}, если G сильносвязный.

Теорема 1. [2] Звездная высота регулярного языка равна миниму-
му циклической сложности среди всех автоматов, принимающих L:

sh(L) = min {lc(A) | A ∈ M(L)} .

3. Основное утверждение

Заметим, что теорема 1 позволяет свести задачу вычисления
звездной высоты к задаче нахождения автомата, минимального от-
носительно циклической сложности, принимающего данный язык.
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Легко привести пример регулярного языка, минимальный авто-
мат (по числу состояний) которого не является минимальным авто-
матом относительно циклической сложности.

Рис. 1. Автоматы F2, F3 и H6 (слева направо).

Пусть wi равно числу символов i в слове w ∈ A∗. Рассмотрим
языки F2 = {w ∈ {0,1}∗ | |w0−w1| ≡ 1mod 2, F3 = {w ∈ {0,1}∗ | |w0−

w1| ≡ 1mod 3 и их объединение H6 = F2 ∪ F3. Соответствующие
минимальные автоматы изображены на рисунке 1.

Циклические сложности автоматов F2, F3 и H6 соответственно
равны 1, 2 и 3. Звездная высота H6 равна (по определению) макси-
муму из звездных высот F2 и F3, откуда следует, что она не превос-
ходит 2. Таким образом минимальный автомат для H6 не является
минимальным относительно циклической сложности.

Возникает вопрос: существует ли связь между циклической слож-
ностью минимального автомата и звездной высотой принимаемого им
языка? Ответ на этот вопрос дает следующая

Теорема 2. Разница между циклической сложностью регулярного
языка и его звездной высотой, как функция от языка, неограничена:

∀n ∈ N ∃L : lc(Amin(L)) − sh(L) > n.

Доказательство. Далее считаем, что A = {0,1}.

1) Рассмотрим семейство языков {Cn}n=2,3,... таких, что Amin(Cn)
имеет Q = {qi}

n+1
i=1 , а функция переходов ϕ определна следую-

щим образом:
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ϕ(a, qi) =











qi+1, если a = 0, i < n

qi−1, если a = 1, i > 0

qn, если a = 1, i = 1 или a = 0, i = n−1 или i=n

Автомат Amin(Cn) изображен на рисунке 2. Он является мини-
мальным, так как любые два состояния qi, qj, i < j различимы
словом 0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸

(n−1)−j

.

Рис. 2. Автомат Amin(Cn).

Лемма 1. Циклическая сложность lc(Amin(Cn)) равна
⌊log2 n⌋.

Будем рассматривать диаграмму автомата Amin(Cn) без учета
поглощающего состояния (его наличие не влияет на вычисление
циклической сложности).
Заметим, что диаграмма автомата сильносвязна, следовательно
его циклическая сложность равна

lc(Amin(Cn)) = 1 + min {lc(Amin(Cn)/s) | s ∈ V (Amin(Cn))} .

При отсечении k-й вершины диаграмма разбивается на две ком-
поненты Ck−1 и Cn−k.
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Возможно два случая: минимум достигается, когда s — началь-
ная или конечная вершина, и когда s — любая другая вершина.
В первом случае имеем

lc(Amin(Cn)) = 1 + lc(Amin(Cn−1)) > lc(Amin(Cn−1)).

Рассмотрим второй случай. Тогда минимум достигается на ком-
поненте Ck−1 или Cn−k для некоторого 1 < k < n. Бу-
дем считать, что это Ck−1. Но тогда данные компоненты вхо-
дят и в вычисленеие lc(Amin(Cn−1)) для того же k, а значит
lc(Amin(Cn)) > lc(Amin(Cn−1)).
Циклическая сложность Amin(Cn) вычисляется рекурсивно:

lc(Amin(C1)) = 0, lc(Amin(C2)) = lc(Amin(C3)) = 1,

lc(Amin(Cn)) = 1 + lc(Amin(C⌊n/2⌋)), (1)

откуда получаем

lc(Amin(Cn)) = ⌊log2 n⌋. (2)

Лемма доказана.

2) Рассмотрим семейство языков {Dn}n=2,3,..., где Dn =
{

w ∈ A∗ | |w0 − w1| ≡ 1mod n
}

.
Автомат Amin(Dn) изображен на рисунке 3. Он является мини-
мальным, так как любые два состояния qi, qj, i < j различимы
словом 0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸

(n−1)−j

.

Диаграмма данного автомата сильносвязна, следовательно для
вычисления циклической сложности необходимо рассмотреть
минимум по всевозможным диаграммам, которые получаются
при отсечении одной вершины. В данном случае, независимо от
вершины, будет получаться граф Cn−1. Следовательно

lc(Amin(Dn)) = 1 + lc(Amin(Cn−1)) = 1 + ⌊log2(n− 1)⌋

⇒ sh(Amin(Dn)) 6 1 + ⌊log2(n− 1)⌋.

3) Для доказательства теоремы рассмотрим объединения языков
Dn и Dm.
Рассмотрим автомат Amin(Dnm). Добавим состояния {qi ∈

Q | (i ≡ 1mod n) или (i ≡ 1mod m)} в множество финальных
состояний. Тогда полученный автомат будет принимать язык
Dn ∪Dm. Обозначим его A+(Dnm).
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Рис. 3. Автомат Amin(Dn).

Лемма 2. Автомат A+(Dpq) минимален для Dp ∪Dq, если p

и q взаимно просты.

Нам необходимо доказать, что в случае, когда p и q взаимно
просты, все состояния автомата различимы.
Будем доказывать от противного. Пусть состояния qi и qj нераз-
личимы.

а) qi, qj ∈ F, i = kp+ 1, j = mq + 1. Тогда qi и qj различимы
словом 0 . . . 0

︸ ︷︷ ︸

p

так как из qi мы снова переходим в финальное

состояние, а из состояния qj в обычное состояние.

б) qi, qj ∈ F, i = kp + 1, j = mp + 1. Пусть d =
min {s | i+ s ≡ 1mod q}. Тогда ∀n имеем

kp + 1 + d+ nq ≡ 1mod q,

mp+ 1 + d+ nq ≡ 1mod q

⇒ (k −m)p ≡ 1mod q ⇒ k = m.

Приходим к противоречию.

в) qi, qj, i = kp + 1, j = mq + 1. Пусть d = min {s | qi+s ∈ F}.
Тогда либо qj+s 6∈ F , либо попадаем в случай (a).
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Лемма доказана.
Теперь перейдем непосредственно к доказательству.
Рассмотрим язык Dp ∪Dq, p > q. Имеем

lc(Amin(Dp ∪Dq)) = 1 + ⌊log2(pq − 1)⌋,

sh(Dp ∪Dq) 6 1 + ⌊log2(p− 1)⌋

⇒ lc(Amin(Dp ∪Dq))− sh(Dp ∪Dq) > log2
pq − 1

p− 1
=

= log2

(

q +
q

p
+

q

p2
+ . . .

)

> log2 q.

Для любого n рассмотрим

p − простое, p > 2n,

q = 2n

⇒ lc(Amin(Dp ∪D2n))− sh(Dp ∪D2n) > log2 2
n = n.

Теорема доказана.
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