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Рассмотрен метод решения проблемы «экспоненциального
взрыва» числа состояний конечного автомата, распознающего
множество регулярных языков, задаваемых объединением ре-
гулярных выражений вида . ∗ R1. ∗ R2.∗, где R1 и R2 — произ-
вольные регулярные выражения. Предложено расширение это-
го метода на случай объединения произвольного числа регу-
лярных выражений данного вида. Приведены оценки на число
состояний автомата при таком изменении в случае алфавита,
состоящего из не менее чем трех символов. Показывается, что
относительное уменьшение числа состояний может быть произ-
вольным. Анализируется практическая эффективность предло-
женного метода применительно к регулярным выражениям си-
стемы Snort.
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Введение

Одну из ключевых ролей в сфере информационных технологий
играют экспертные системы, выносящие определенный вердикт от-
носительно поданных на вход слов путем проверки принадлежности
слова заранее заданному регулярному множеству. В частности, важ-
ное место в области информационной безопасности занимают сетевые
системы обнаружения и (или) предотвращения вторжений, такие как
Snort [1], Bro [2], L7-filter [3] и аппаратные продукты фирмы Cisco [4].
Все они имеют базы сигнатур — наборы регулярных выражений, за-
дающие регулярные языки, слова которых признаются вредоносны-
ми.
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Традиционно для проверки принадлежности слова заданному ре-
гулярному языку строится детерминированный конечный автомат,
принимающий данный язык. Однако с ростом числа выражений в
наборе возрастает пространственная сложность (число состояний) ко-
нечного автомата для проверки принадлежности слов заданному ре-
гулярному множеству.

Существует два основных подхода к решению данной задачи.
Первый подход — модификация традиционных детерминированно-
го и недетерминированного конечных автоматов. Так, например, в
работе С. Кумара [5], в основе которой лежит алгоритм Ахо — Ко-
расик [6], предлагается использовать ДКА с сокращенным опреде-
ленным образом числом состояний. В работе [7] предлагается одно-
временно использовать два специально сформированных автомата —
ДКА и НКА, благодаря которым объем требуемой для автомата па-
мяти меньше, чем в случае одного ДКА. В работах [8, 9] предлага-
ется вводить специальные счетчики и битовые флаги, изменяемые в
случае определенных переходов между состояниями, что также со-
кращает необходимый объем памяти.

Второй подход предполагает изменение исходного набора регу-
лярных выражений таким образом, чтобы сократить сложность ре-
ализации в конечных автоматах за счет расширения определяемого
выражениями регулярного языка. Однако методы, предлагаемые в
работах по данной теме, как например в статье [10], подразумева-
ют лишь «ручное» переписывание конкретных выражений. В рабо-
те [11] предложен метод модификации произвольного набора выраже-
ний, принадлежащих классу выражений вида . ∗ R1. ∗ R2.∗ (в нотации
PCRE [12]), где R1 и R2 — произвольные регулярные выражения, и
даны оценки на относительный выигрыш в числе состояний детер-
минированного конечного автомата для случая двух выражений.

В настоящей работе предложены оценки числа состояний авто-
матов для случая набора из более чем двух выражений из класса
. ∗ R1. ∗ R2.∗ при применении алгоритма статьи [11] к одной паре вы-
ражений из набора. Вначале кратко изложен метод расширения регу-
лярного языка, заданного двумя выражениями, и приведены оценки
на число состояний при таком подходе, описанные в статье [11]. Да-
лее даны оценки на число состояний автоматов для исходного и мо-
дифицированного набора из более чем двух выражений. Затем даны
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результаты применения описанного алгоритма к реально используе-
мым выражениям.

Основные понятия и результаты

В дополнение к традиционному определению регулярного выра-
жения [13, 14] как задания набора операций объединения, конкате-
нации и «звезды Клини» над некоторым набором символов далее бу-
дут использоваться следующие операции PCRE-совместимых регу-
лярных выражений: «.» — символ, обозначающий объединение всех
символов алфавита; «[a1a2. . .an]» — обозначение объединения симво-
лов a1, a2 . . . an; «[ˆa1a2. . .an]» — обозначение объединения всех сим-
волов алфавита кроме символов a1, a2 . . . an. Под регулярным языком
над заданным алфавитом Σ далее будет подразумеваться подмноже-
ство множества Σ∗, описываемое некоторым регулярным выражени-
ем. Заметим, что вышеперечисленные операции не расширяют класс
регулярных языков, так как новые операции над регулярными вы-
ражениями выводятся из базового набора операций, а значит классы
регулярных языков, определяемых традиционными и расширенными
регулярными выражениями, совпадают. Следовательно будет верна
теорема Клини [14] о том, что множество слов является регулярным
языком тогда и только тогда, когда существует детерминированный
конечный автомат, распознающий его. Здесь и далее под детерми-
нированным конечным автоматом подразумевается инициальный де-
терминированный конечный автомат без выхода, однозначно задава-
емый пятеркой объектов 〈Q,Σ, q0, δ, A〉, где Q — конечное множество
состояний, Σ — входной алфавит, q0 ∈ Q — начальное состояние,
δ : Q × Σ → Q — функция перехода, а A ⊆ Q — множество финаль-
ных состояний.

Пусть R — регулярное выражение над алфавитом Σ, L (R) — ре-
гулярный язык, определяемый выражением R, V (L (R)) — приве-
денный ДКА, принимающий язык L (R), а |V | — число состояний
автомата V . Через Lpf (R) обозначим такое наибольшее подмноже-
ство L (R), что ни одно из слов из L (R) не является нетривиальным
префиксом для слов из Lpf (R), где под нетривиальным префиксом
подразумевается префикс, не совпадающий со всем словом. В случае,
если L (R) содержит пустую строку Λ, положим Lpf (R) = {Λ}.
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В статье [11] была описана проблема экспоненциального ро-
ста числа состояний при объединении регулярных выражений ви-
да . ∗ R1. ∗ R2.∗, а также предложен способ нивелирования данной
проблемы. Пусть R

1 = . ∗ R1. ∗ R2.∗ и R
2 = . ∗ R3. ∗ R4.∗ — два ре-

гулярных выражения. Для сокращения числа состояний конечного
автомата, распознающего принадлежность слова регулярному мно-
жеству L

(

R
1
)

∪ L
(

R
2
)

, предлагается расширить регулярное множе-
ство L

(

R
1
)

∪ L
(

R
2
)

до множества L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗) и постро-
ить ДКА, распознающий его. И хотя новый автомат может ошибочно
принимать слова не из языка L

(

R
1
)

∪L
(

R
2
)

, он будет иметь не боль-
ше, а в некоторых случая заметно меньше состояний, чем автомат,
принимающий язык L

(

R
1
)

∪ L
(

R
2
)

. В статье [11] приведены оценки
на число состояний исходных и новых автоматов для случая набо-
ра из двух выражений. В следующей части будут даны оценки на
число состояний распознающих автоматов для случая произвольно-
го числа выражений заданного вида, причем описанная модификация
выражений будет применяться только для одной пары выражений из
набора. Для доказательства утверждений настоящей статьи будут ис-
пользоваться следующие утверждения статьи [11]:

Лемма 1. ДКА V (L (. ∗ R.∗)), где R — произвольное регулярное вы-
ражение, имеет одно финальное состояние, которое также явля-
ется поглощающим, и не содержит нефинальных поглощающих со-
стояний.

Следствие 1. Для произвольного регулярного выражения R верно,
что

|V (L (. ∗ R.∗))| + 1 =
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ R)
)
∣

∣.

Лемма 2. Пусть заданы 2 регулярных выражения R1 и R2, тогда

|V (L (. ∗ R1. ∗ R2.∗))| =
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ R1)
)∣

∣ +
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ R2)
)∣

∣ - 3.

Лемма 3. Пусть R′ и R′′ — такие регулярные языки, что автома-
ты V (L (R′)) и V (L (R′′)) имеют по одному финальному состоянию,
причем оба финальных состояния являются поглощающими. Тогда
|V (L (R′) ∪ L (R′′))| 6 (|V (L (R′))| − 1) · (|V (L (R′′))| − 1) + 1
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Теорема 1. Пусть имеется два регулярных выражения . ∗ R1. ∗ R2.∗

и . ∗ R3. ∗ R4.∗ такие, что
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ Ri)
)∣

∣ = ni + 2, ni > 1. Тогда:

|V (L (. ∗ R1. ∗ R2.∗))| = n1 + n2 + 1,

|V (L (. ∗ R3. ∗ R4.∗))| = n3 + n4 + 1,
(1)

|V (L (. ∗ R1. ∗ R2.∗) ∪ L (. ∗ R3. ∗ R4.∗))| 6 (n1 + n2) · (n3 + n4) + 1, (2)

|V (L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗))| 6 n1 · n3 + n2 · n4 + 1. (3)

Причем в случае |Σ| > 5 оценки (2) и (3), вообще говоря, неулуч-
шаемы.

Если |Σ| > 3, то для любого C ∈ (0; 1] ∩Q найдутся такие выра-
жения R1, R2, R3 и R4, что:

C =
|V (L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗))|

|V (L (. ∗ R1. ∗ R2.∗) ∪ L (. ∗ R3. ∗ R4.∗))|
. (4)

Ниже сформулированы утверждения, доказательства которых
предложены в настоящей статье. Пусть задано n > 2 регулярных вы-
ражений вида R

i = . ∗ R2·i−1. ∗ R2·i.∗. Для оценки возможного числа
состояний детерминированных конечных автоматов, распознающих

регулярные языки
n
⋃

i=1
L
(

R
i
)

и L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗) ∪
n
⋃

i=3
L
(

R
i
)

,

введем две следующих функции Шеннона:

S (n,N) = max
|V (L(.∗Ri.∗))|=ni+1

∣

∣

∣

∣

∣

V

(

n
⋃

i=1

L
(

R
i
)

)
∣

∣

∣

∣

∣

,

Se (n,N) = max
|V (L(.∗Ri.∗))|=ni+1

∣

∣

∣

∣

∣

V

(

L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗) ∪

n
⋃

i=3

L
(

R
i
)

)
∣

∣

∣

∣

∣

,

где N — набор чисел nj > 1, j = 1, 2n.

Теорема 2.

S (n,N) 6

n
∏

i=1

(n2i−1 + n2i) + 1, (5)

Пусть |Σ| > 3 и набор чисел N таков, что любое число ni из него

делится на b1 =
⌈

log
|Σ|−1 n

⌉

. Тогда верно следующее неравенство:

S (n,N)>
1

bn1

n
∏

i=1

(n2i−1+n2i)+

(

b1−1
∑

i=1

(|Σ|−1)i

)

n
∏

i=1

(

n2i−1

b1
+
n2i

b1
−1

)

+1.

(6)
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Пусть |Σ| > 4 и все числа из набора N не меньше b2 =
⌈

log
|Σ|−2 n

⌉

. Тогда верно следующее неравенство:

S (n,N) >
n
∏

i=1

(⌊

n2i−1

b2

⌋

+

⌊

n2i

b2

⌋)

+

+

(

b2−1
∑

i=1

(|Σ| − 2)i

)

n
∏

i=1

(⌊

n2i−1

b2

⌋

+

⌊

n2i

b2

⌋

− 1

)

+ 1. (7)

Теорема 3. Пусть nj > 1, j = 1, 2n, n > 2. Тогда верно неравенство:

Se (n,N) 6 (n1 · n3 + n2 · n4) ·
n
∏

i=3

(n2i−1 + n2i) + 1. (8)

Пусть |Σ| > 3 и набор чисел N таков, что любое число ni из него

делится на b1 =
⌈

log
|Σ|−1 n

⌉

. Тогда верно следующее неравенство:

Se (n,N) >

(

n1

b1
·
n3

b1
+

n2

b1
·
n4

b1

)

·

n
∏

i=3

(

n2i−1

b1
+

n2i

b1

)

+

+

(

b1−1
∑

i=1

(|Σ| − 1)i
)

·

(

n1

b1
·
n3

b1
+

(

n2

b1
− 1

)

·

(

n4

b1
− 1

))

·

·

n
∏

i=3

(

n2i−1

b1
+

n2i

b1
− 1

)

+ 1, (9)

Пусть |Σ| > 4 и все числа из набора N не меньше b2 =
⌈

log
|Σ|−2 n

⌉

. Тогда верно следующее неравенство:

Se (n,N)>

(⌊

n1

b2

⌋

·

⌊

n3

b2

⌋

+

⌊

n2

b2

⌋

·

⌊

n4

b2

⌋)

·

n
∏

i=3

(⌊

n2i−1

b2

⌋

+

⌊

n2i

b2

⌋)

+

+

(

b2−1
∑

i=1

(|Σ| − 2)i

)

·

(⌊

n1

b2

⌋

·

⌊

n3

b2

⌋

+

(⌊

n2

b2

⌋

− 1

)

·

(⌊

n4

b2

⌋

− 1

))

·

·

n
∏

i=3

(⌊

n2i−1

b2

⌋

+

⌊

n2i

b2

⌋

− 1

)

+ 1. (10)
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Теорема 4. Если |Σ| > 3, то для любого C ∈ (0; 1] ∩ Q и n > 2
найдутся такие выражения R

i = . ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗, i = 1, n, что:

C =

∣

∣

∣

∣

V

(

L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗) ∪
n
⋃

i=3
L
(

R
i
)

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

V

(

n
⋃

i=1
L (Ri)

)
∣

∣

∣

∣

. (11)

Вспомогательные утверждения

Лемма 4. Пусть R1 и R2 — такие регулярные выражения над ал-
фавитом Σ, что L (R1) ⊆ Σ∗

1 \ {Λ} и L (R2) ⊆ Σ∗

2 \ {Λ}, где Σ1 и
Σ2 — непересекающиеся непустые подмножества множества Σ. То-
гда верно равенство:

|V (L (. ∗ (R1|R2).∗))| = |V (L (. ∗ R1.∗))|+ |V (L (. ∗ R2.∗))| − 2.

Доказательство. Рассмотрим приведенные ДКА V ′ =
〈

Q′,Σ, q′0, δ
′,

A′ =
{

q′f

}〉

и V ′′ =
〈

Q′′,Σ, q′′0 , δ
′′, A′′ =

{

q′′f

}〉

, распознающие языки

L (R1) и L (R2) соответственно. По лемме 1 данные автоматы имеют
вид, изображенный на рисунке 1.

Рис. 1. Общий вид автоматов V ′ и V ′′.

Объединим эти два автомата в новый автомат V следующим об-
разом: «сольем» состояния q′f и q′′f в финальное поглощающее состо-
яние qf . Объединим состояния q′0 и q′′0 в новое начальное состояние
q0, сохранив все переходы из q′0 в отличные от q′0 состояния и перехо-
ды из состояния q′′0 в отличные от q′′0 состояния. Для доказательства
корректности такого объединения достаточно доказать, что

∀q′ ∈ Q′ \
{

q′f
}

, a ∈ Σ \ Σ1 : δ
′
(

q′, a
)

= q′0 (12)
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∀q′′ ∈ Q′′ \
{

q′′f
}

, a ∈ Σ \Σ2 : δ
′′
(

q′′, a
)

= q′′0 . (13)

Действительно, тогда переходы из q′0 в отличные от q′0 состояния не
могут осуществляться по символам из Σ \ Σ1, а переходы из состо-
яния q′′0 в состояния отличные от него не могут осуществляться по
символам из Σ \ Σ2. Поэтому переходы из q′0, которые необходимо
сохранить, имеют метки из множества Σ1, а сохраняемые переходы
из q′′0 — метки из Σ2. По условию Σ1 ∩Σ2 = ∅, а значит объединение
корректно.

Докажем утверждение (12) от противного. Пусть найдутся такие

q′ ∈ Q′ \
{

q′f

}

и a ∈ Σ \ Σ1, что q′a = δ′ (q′, a) 6= q′0. В силу того, что

слова из языка L (R1) не содержат символ a и q′ отлично от q′f , состо-
яние q′a также отлично от финального. По предположению состояния
q′a и q′0 различны, а так как они являются состояниями приведен-
ного автомата, они отличимы. То есть существует различающее их
непустое слово α ∈ Σ∗, переводящее одно из этих состояний в фи-
нальное состояние q′f , а другое — в некоторое нефинальное. Пусть
α переводит q′a в финальное состояние. Обозначим через α0 слово,
переводящее состояние q′0 в состояние q′. Тогда, по предположению,
слово α0aα должно переводить q′0 в финальное состояние q′f , то есть
α0aα ∈ L (. ∗ R1.∗) = Σ∗L (R1)Σ

∗. В силу того, что a ∈ Σ \ Σ1, а
L (R1) ⊆ Σ∗

1, либо слово α0, либо слово α содержит некоторое слово
из L (R1). Заметим, что слово α0 не может содержать слово из L (R1),
так как в противном случае α0 переводит q′0 в финальное состояние,
которое отлично от q′. Следовательно α содержит слово из L (R1),
то есть принадлежит языку L (. ∗ R1.∗). Но тогда слово α переводит
состояния q′0 и q′a в финальное состояние q′f . Противоречие. Пусть α

переводит q′0 в финальное состояние, а q′a — нет. Если α0 — слово,
переводящее q′0 в q′a, то слово α0aα, по предположению, переводит
q′0 в нефинальное состояние. Однако α0aα ∈ Σ∗ (Σ \Σ1)L (. ∗ R1.∗) =
Σ∗ (Σ \Σ1)Σ

∗L (R1)Σ
∗ ⊆ Σ∗L (R1)Σ

∗ = L (. ∗ R1.∗), а значит α0aα пе-
реводит состояние q′0 в финальное состояние. Но тогда, так как α0a

переводит q′0 в q′a, то q′a переводится словом α в финальное состояние.
Противоречие. Значит утверждение (12) верно. А так как условия на
выражения R1 и R2 схожи, то доказательство утверждения (13) ана-
логично.

Вернемся к объединению автоматов. Заменим в автомате V пере-

ходы из состояний q′ ∈ Q′ \
{

q′0, q
′

f

}

по символам a ∈ Σ2 на переходы
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в состояния δ′′ (q′′0 , a), а переходы из состояний q′′ ∈ Q′′ \
{

q′′0 , q
′′

f

}

по

символам a ∈ Σ1 на переходы в состояния δ′ (q′0, a) соответственно.

Докажем, что автомат V принимает регулярный язык
L (. ∗ (R1|R2).∗). Заметим, что по построению автомат V неотличим от
автомата V ′ на множестве слов (Σ \Σ2)

∗, так как при слиянии были
сохранены все переходы автомата V ′ по символам из Σ \ Σ2. Ана-
логично V неотличим от V ′′ на множестве (Σ \ Σ1)

∗. Возьмем про-
извольное слово α из регулярного языка L (. ∗ (R1|R2).∗). Без огра-
ничения общности будем считать, что α ∈ L (. ∗ R1.∗). Пусть α ∈

(Σ \ Σ2)
∗
L (R1) Σ

∗, то есть α = α′α′′, где α′ ∈ L (. ∗ R1) ∩ (Σ \Σ2)
∗

и α′′ ∈ Σ∗. Как было замечено выше, V и V ′ неотличимы на мно-
жестве (Σ \ Σ2)

∗, а значит слово α′ переводит q0 в финальное по-
глощающее состояние qf . Следовательно автомат V принимает сло-
во α = α′α′′. Пусть теперь α ∈ Σ∗L (R1) Σ

∗ \ (Σ \ Σ2)
∗
L (R1)Σ

∗. То-
гда слово α можно представить в виде α = α′α′′, где α′ ∈ Σ∗Σ2,
α′′ ∈ (Σ \ Σ2)

∗
L (R1) Σ

∗. Если α′ переводит q0 в финальное состоя-
ние, то α = α′α′′ принимается автоматом V . Пусть α′ переводит q0 в
некоторое нефинальное состояние q′. Заметим, что переходы по сим-

волам из Σ2 ведут только в состояния {q0, qf}∪Q′′ \
{

q′′0 , q
′′

f

}

, поэтому

нефинальное состояние q′ ∈ {q0} ∪ Q′′ \
{

q′′0 , q
′′

f

}

. По построению и

из утверждения (13) следует, что при любом a ∈ Σ \ Σ2 переходы из

состояний из {q0}∪Q′′ \
{

q′′0 , q
′′

f

}

ведут в δ′ (q′0, a). Поэтому любое сло-

во из (Σ \ Σ2)Σ
∗ переводит состояния из Q′′ \

{

q′′0 , q
′′

f

}

туда же, куда

и состояние q0. По доказанному выше, слово α′′ ∈ (Σ \ Σ2)
∗
L (R1)Σ

∗

переводит состояние q0 автомата V в финальное состояние, а значит
α′′ также переводит состояние q′ в финальное состояние qf . Следова-
тельно α = α′α′′ принимается автоматом V .

Пусть теперь слово α принимается автоматом V . Так как един-
ственное финальное состояние является поглощающим, в слове α

можно выделить префикс α′ минимальной длины, принимаемый ав-
томатом V . Докажем, что α′ ∈ L (. ∗ (R1|R2).∗). В силу того, что
α′ — минимальный префикс слова α, переводящий q0 в qf , путь
из состояния q0, соответствующий слову α′, завершается в финаль-
ном состоянии qf , но больше не проходит через него. Но тогда по
построению и из утверждений (12) и (13) следует, что последний
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символ α′, переводящий в финальное состояние qf из нефинально-
го, принадлежит множеству Σ1 ∪ Σ2. Без ограничения общности бу-
дем считать, что последний символ слова α′ принадлежит Σ1. Пусть
α′ ∈ (Σ \Σ2)

∗Σ1. Тогда, так как автоматы V и V ′ неотличимы на
множестве (Σ \ Σ2)

∗, слово α′ будет приниматься автоматом V ′, а зна-
чит α′ ∈ L (. ∗ R1.∗), но тогда α ∈ L (. ∗ R1.∗)Σ

∗ = L (. ∗R1.∗). Пусть
α′ ∈ Σ∗Σ1 \ (Σ \ Σ2)

∗ Σ1. Тогда α′ можно представить в виде β′β′′, где
β′ ∈ Σ∗Σ2, β

′′ ∈ (Σ \ Σ2)
∗ Σ1. Аналогично предыдущим рассуждени-

ям слово β′ переводит состояние q0 автомата V в некоторое состояние

q′ ∈ {q0}∪Q′′ \
{

q′′0 , q
′′

f

}

, которое переводится словом β′′ туда же, куда

и состояние q0. Поэтому β′′ переводит q0 в финальное состояние. В
силу неотличимости автоматов V и V ′ на множестве (Σ \ Σ2)

∗, слово
β′′ также принимается автоматом V ′, то есть β′′ ∈ L (. ∗ R1.∗). То-
гда α ∈ Σ∗Σ2L (. ∗ R1.∗)Σ

∗ ⊆ L (. ∗ R1.∗). Таким образом автомат V

принимает язык L (. ∗ (R1|R2).∗).
Докажем неприводимость автомата V . Состояние qf отличимо

от остальных состояний как единственное финальное состояние. Из
утверждения (12) и неприводимости автомата V ′ следует, что исход-

ные состояния Q′ \
{

q′f

}

автомата V ′ отличимы словами из Σ∗

1. В

силу того, что при объединении автоматов V ′ и V ′′ в автомат V со-
хранились все переходы автомата V ′ по символам из Σ1, состояния

{q0} ∪Q′ \
{

q′0, q
′

f

}

также попарно отличимы словами из Σ1. Анало-

гично состояния {q0}∪Q
′′\
{

q′′0 , q
′′

f

}

попарно отличимы словами из Σ∗

2.

Докажем отличимость состояний из Q′ \
{

q′0, q
′

f

}

и Q′′ \
{

q′′0 , q
′′

f

}

. Как

уже было замечено, состояния из Q′′\
{

q′′0 , q
′′

f

}

переводятся непустыми

словами из (Σ \ Σ2)
∗ туда же, куда и состояние q0. То есть состояния

из Q′′ \
{

q′′0 , q
′′

f

}

неотличимы от от состояния q0 на множестве слов

(Σ \Σ2)
∗ \{Λ}. Поэтому слова из Σ∗

1 ⊆ (Σ \ Σ2)
∗, отличающие состоя-

ния из Q′ \
{

q′0, q
′

f

}

от состояния q0, также отличают их от состояний

из Q′′ \
{

q′′0 , q
′′

f

}

. Таким образом автомат V неприводим.

По построению число состояний приведенного автомата V , при-
нимающего регулярный язык L (. ∗ (R1|R2).∗), равняется

∣

∣V ′
∣

∣+
∣

∣V ′′
∣

∣− 2 = |V (L (. ∗ R1.∗))|+ |V (L (. ∗ R2.∗))| − 2.
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Лемма 5. Пусть L ⊆ Σ∗ — регулярный язык над алфавитом Σ,
VΣ (L) — автомат приведенного вида над алфавитом Σ, принимаю-
щий язык L, VΣ′ (L ∩Σ′∗) — автомат приведенного вида над алфа-
витом Σ′ ⊆ Σ, принимающий язык L ∩ Σ′∗. Тогда верно следующее
неравенство:

|VΣ (L)| >
∣

∣VΣ′

(

L ∩ Σ′∗
)
∣

∣ .

Доказательство. Обозначим VΣ = VΣ (L), VΣ′ = VΣ′ (L ∩Σ′∗).
Пусть V — автомат над алфавитом Σ′, полученный из автомата

VΣ путем удаления переходов по символам из множества Σ \ Σ′. По
построению переходы по символам из алфавита Σ′ автоматов V и VΣ

совпадают, а значит они неотличимы на множестве слов из Σ′∗. Сле-
довательно автомат V принимает регулярный язык L∩Σ′∗, а значит
|V | > |VΣ′ |, так как автомат VΣ′ по условию является приведенным.
При этом по построению |V | = |VΣ|. Поэтому |VΣ| > |VΣ′ |.

Лемма 6. Пусть L ⊆ Σ∗ — некоторый регулярный язык над алфа-
витом Σ, VΣ (Σ∗LΣ∗) — автомат приведенного вида над алфавитом
Σ, принимающий язык Σ∗LΣ∗, VΣ′ (Σ′∗LΣ′∗) — автомат приведен-
ного вида над алфавитом Σ′ ⊇ Σ, принимающий язык Σ′∗LΣ′∗. Тогда
верно следующее равенство:

VΣ (Σ∗LΣ∗) = VΣ′

(

Σ′∗LΣ′∗
)

.

Доказательство. Обозначим VΣ = VΣ (Σ∗LΣ∗), VΣ′ = VΣ′ (Σ′∗LΣ′∗).
Если язык L содержит пустое слово, то оба автомата VΣ и VΣ′

имеют всего по одному состоянию, которые также являются финаль-
ными поглощающими состояниями.

Докажем лемму для случая {Λ} /∈ L. Пусть V — автомат над
алфавитом Σ′, полученный из автомата VΣ путем добавления пере-
ходов из нефинальных состояний в начальное состояние по симво-
лам из Σ′ \ Σ и переходов из финального состояния в себя по сим-
волам из Σ′ \ Σ. Докажем, что автомат V принимает язык Σ′∗LΣ′∗.
Пусть α ∈ Σ′∗LΣ′∗. Тогда α представимо в виде α = α1α2α3, где
α1 ∈ (Σ′∗ (Σ′ \ Σ)) ∪ {Λ}, α2 ∈ Σ∗LΣ∗, α3 ∈ ((Σ′ \ Σ)Σ′∗) ∪ {Λ}. Пред-
положим, что слово α1 не переводит автомат V в финальное состоя-
ние (в противном случае автомат V , очевидно, принимает слово α),
но тогда либо α1 пусто и, следовательно, оставляет автомат V в на-
чальном состоянии, либо α1 непусто и его последний символ принад-
лежит множеству Σ′\Σ, тогда по построению α1 переводит автомат V
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в начальное состояние. По построению переходы по символам из ал-
фавита Σ автоматов V и VΣ совпадают, а значит они неотличимы на
множестве слов из Σ∗. Поэтому, так как автомат VΣ принимает слово
α2 ∈ Σ∗LΣ∗ ⊂ Σ∗, слово α2 также переводит и начальное состояние
автомата V в финальное состояние. В силу того, что α1 переводит
автомат V в начальное состояние, то слово α1α2 переводит автомат
V в финальное состояние. Так как финальное состояние является
поглощающим, то α1α2α3 также переводит автомат V в финальное
состояние. Следовательно автомат V принимает произвольное слово
α ∈ Σ′∗LΣ′∗. Пусть α — слово, принимаемое автоматом V . Выделим
минимальный префикс α′ слова α, принимаемый автоматом V . По
построению в финальное состояние могут вести только переходы из
финального состояния по символам из Σ′ и переходы из нефиналь-
ных состояний по символам из Σ. Следовательно последний символ
слова α′ может принадлежать только алфавиту Σ. Тогда α′ пред-
ставимо в виде α′ = α′

1α
′

2, где α′

1 ∈ (Σ′∗ (Σ′ \ Σ)) ∪ {Λ}, α′

2 ∈ Σ∗Σ.
По построению, так как никакой из префиксов слова α′

1 не перево-
дит автомат V в финальное состояние, слово α′

1 переводит начальное
состояние автомата V в себя, если непусто. Поэтому, так как α′

1α
′

2

переводит автомат V в финальное состояние, слово α′

2 также перево-
дит начальное состояние автомата V в финальное. В силу того, что
автоматы V и VΣ неотличимы на множестве Σ∗, а α′

2 ∈ Σ∗Σ ⊂ Σ∗,
слово α′

2 также переводит начальное состояние автомата VΣ в фи-
нальное. Таким образом α′

2 ∈ Σ∗LΣ∗. Поэтому слово α принадлежит
языку ((Σ′∗ (Σ′ \ Σ)) ∪ {Λ}) Σ∗LΣ∗Σ′∗ ⊆ Σ′∗LΣ′∗. Так как автоматы V

и VΣ′ принимают один и тот же язык, а автомат VΣ′ приведен, верно
неравенство |V | > |VΣ′ |, причем по построению |V | = |VΣ|.

По лемме 5, в силу того, что Σ′∗LΣ′∗∩Σ∗ = Σ∗LΣ∗, получаем, что
|VΣ′ | > |VΣ|. Таким образом |VΣ| = |V | > |VΣ′ | > |VΣ|. Следовательно
|VΣ| = |VΣ′ |.

Лемма 7. Пусть заданы n > 2 регулярных выражений Ri, тогда

|V (L (. ∗ R1.∗ . . . . ∗ Rn.∗))| =

n
∑

i=1

∣

∣

∣
V
(

Lpf (. ∗ Ri)
)
∣

∣

∣
− 2n+ 1.

Доказательство. Докажем утверждение индукцией по числу вы-
ражений. По лемме 2 равенство верно для двух выражений. Пусть
равенство верно для n − 1 выражения. Докажем равенство для
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n выражений. Обозначим R
n−1
1 = R1.∗ . . . . ∗ Rn−1. По пред-

положению
∣

∣V
(

L
(

. ∗ Rn−1
1 .∗

))
∣

∣ =
n−1
∑

i=1

∣

∣V
(

Lpf (. ∗ Ri)
)
∣

∣ − 2 · (n −

1) + 1. Применим лемму 2 к выражениям R
n−1
1 и Rn. Тогда

∣

∣V
(

L
(

. ∗ Rn−1
1 . ∗ Rn.∗

))
∣

∣ =
∣

∣V
(

Lpf
(

. ∗ Rn−1
1

))
∣

∣+
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ Rn)
)
∣

∣−4+1.
По следствию 1

∣

∣V
(

Lpf
(

. ∗ Rn−1
1

))
∣

∣ =
∣

∣V
(

L
(

. ∗ Rn−1
1 .∗

))
∣

∣+1, а значит
∣

∣V
(

L
(

. ∗ Rn−1
1 . ∗ Rn.∗

))
∣

∣ =
∣

∣V
(

L
(

. ∗ Rn−1
1 .∗

))
∣

∣ + 1 +
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ Rn)
)
∣

∣ −

3 =
n−1
∑

i=1

∣

∣V
(

Lpf (. ∗ Ri)
)
∣

∣ − 2 · (n − 1) + 2 +
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ Rn)
)
∣

∣ − 3 =

n
∑

i=1

∣

∣V
(

Lpf (. ∗ Ri)
)∣

∣− 2n+ 1.

Доказательство теоремы 2

Докажем утверждение (5) индукцией по числу объединяемых вы-
ражений n. По следствию 1

∣

∣V
(

Lpf
(

. ∗ Rj
))∣

∣ =
∣

∣V
(

L
(

. ∗ Rj.∗
))∣

∣ +
1 = nj + 2. Тогда по лемме 2

∣

∣L
(

R
i
)∣

∣ = |L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗)| =
n2i−1 + n2i + 1, причем по лемме 1 автомат V

(

L
(

R
i
))

при лю-
бом i удовлетворяет условию леммы 3. Пусть n = 2. По лемме 3
∣

∣V
(

L
(

R
1
)

∪ L
(

R
2
))
∣

∣ 6
(
∣

∣V
(

L
(

R
1
))
∣

∣− 1
)

·
(
∣

∣V
(

L
(

R
2
))
∣

∣− 1
)

+ 1 =
(n1 + n2) · (n3 + n4) + 1, причем по доказательству леммы 3 авто-
мат V

(

L
(

R
1
)

∪ L
(

R
2
))

также удовлетворяет условию леммы 3. Пусть

при n = k автомат V

(

k
⋃

i=1
L
(

R
i
)

)

имеет не более
k
∏

i=1
(n2i−1 + n2i) + 1

состояний и удовлетворяет условию леммы 3. Рассмотрим случай

n = k + 1. Заметим, что
k+1
⋃

i=1
L
(

R
i
)

=
k
⋃

i=1
L
(

R
i
)

∪ L
(

R
k+1
)

. По

предположению автоматы V

(

k
⋃

i=1
L
(

R
i
)

)

и V
(

L
(

R
k+1
))

удовлетво-

ряют условию леммы 3, следовательно

∣

∣

∣

∣

V

(

k
⋃

i=1
L
(

R
i
)

∪ L
(

R
k+1
)

)
∣

∣

∣

∣

6

(
∣

∣

∣

∣

V

(

k
⋃

i=1
L
(

R
i
)

)
∣

∣

∣

∣

− 1

)

·
(∣

∣V
(

L
(

R
k+1
))∣

∣− 1
)

+1 =
k+1
∏

i=1
(n2i−1 + n2i)+1,

причем автомат V

(

k+1
⋃

i=1
L
(

R
i
)

)

также удовлетворяет условию лем-

мы 3. Таким образом при всех n > 2 число состояний автомата

V

(

n
⋃

i=1
L
(

R
i
)

)

не превосходит
n
∏

i=1
(n2i−1 + n2i) + 1.
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Докажем утверждение (6). Пусть r — некоторый символ алфави-
та Σ, а a1, . . . , a|Σ|−1 — различные символы из Σ \ {r}. Упорядочим

множество слов (Σ \ {r})b1 в лексикографическом порядке справа-
налево (пример упорядочения слов из множества {0, 1}3: 000 < 100 <

010 < 110 < 001 . . .), считая, что ai < aj , если i < j. Множество

(Σ \ {r})b1 содержит ровно (|Σ| − 1)b1 слов, подставив значение b1 по-

лучим (|Σ| − 1)⌈log|Σ|−1 n⌉ > (|Σ| − 1)log|Σ|−1 n = n. Следовательно из
этого множества можно выбрать первые n слов и обозначить их как
α1, . . . , αn. Для каждого 1 6 i 6 n в качестве выражений R2i−1 и R2i

возьмем выражения вида αi.∗ . . . .∗αi
︸ ︷︷ ︸

n2i−1
b1

и αi.∗ . . . .∗αi
︸ ︷︷ ︸

n2i
b1

соответственно.

Докажем, что верно равенство
∣

∣Lpf
(

. ∗ Rj
)
∣

∣ = nj+2 для j = 1, 2n. По
лемме 7 и следствию 1

∣

∣Lpf
(

. ∗ Rj
)∣

∣ =
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ αi.∗ . . . .∗αi)
)∣

∣ =

|V (L (. ∗ αi.∗ . . . .∗αi.∗))| + 1 =
nj

b1
·
∣

∣V
(

Lpf (.∗αj)
)
∣

∣ − 2
nj

b1
+ 2.

Пусть αj = ai1 . . . aib1
, где ai1 , . . . , aib1

— символы алфавита Σ \ {r}

Тогда, очевидно, автомат приведенного вида, принимающий язык
L
(

. ∗ αj.∗
)

, имеет вид, изображенный на рисунке 2 (некоторые состо-
яния и переходы не показаны для лучшей читаемости). Отметим, что
по аналогии с доказательством леммы 4, все переходы из нефиналь-
ных состояний по символам {r} ведут в начальное состояние данного
автомата.

Рис. 2. Общий вид автомата V (L (.∗αj.∗)).

Таким образом, по следствию 1
∣

∣V
(

Lpf (.∗αj)
)∣

∣ =
∣

∣V
(

L
(

. ∗ αj.∗
))∣

∣+

1 = b1+2. Поэтому
∣

∣Lpf
(

. ∗ Rj
)
∣

∣ =
nj

b1
·(b1 + 2)−2

nj

b1
+2 = nj+2. Дока-

жем теперь, что автомат V

(

n
⋃

i=1
L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗)

)

имеет не менее

чем
1

bn1

n
∏

i=1
(n2i−1 + n2i)+

(

b1−1
∑

i=1
(|Σ| − 1)i

)

·
n
∏

i=1

(

n2i−1

b1
+

n2i

b1
− 1

)

+1 со-

стояний. Пусть Vi =
〈

Qi,Σ, q
i
0, δi, Ai =

{

qif

}〉

— автомат, принимаю-
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щий язык L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗), где i = 1, n. Пронумеруем состояния ав-
томатов в соответствии с их глубиной, считая, что начальные состоя-
ния имеют номер 0. Тогда по построению из доказательств лемм 2 и 7
автомат Vi имеет вид, изображенный на рисунке 3, где группы пере-
ходов исходных автоматов, реализующие переходы по словам αi из
начальных состояний исходных автоматов в финальные, для большей
наглядности изображены пунктирными переходами с метками αi.

Рис. 3. Общий вид автомата Vi.

Построим автомат V с
n
∏

i=1
|Qi| состояниями, где каждому со-

стоянию ставится в соответствие набор состояний
(

q1j1 , . . . , q
n
jn

)

, где

qiji ∈ Qi. Для произвольного символа a ∈ Σ зададим значение функ-

ции переходов как δ
((

q1j1 , . . . , q
n
jn

)

, a
)

=
(

δ1

(

q1j1 , a
)

, . . . , δn

(

qnjn , a
))

.

В качестве начального состояния возьмем состояние
(

q10, . . . , q
n
0

)

, а в

качестве финальных — все состояния вида
(

q1j1 , . . . , q
n
jn

)

, где найдется

такое i, что qiji = qif . Заметим, что по построению все финальные со-
стояния являются поглощающими, а значит и неотличимыми. Такой

автомат очевидно будет принимать язык
n
⋃

i=1
L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗), как

автомат, реализующий по сути параллельную работу n автоматов Vi.

Назовем состояния вида
(

q1j1 , . . . , q
n
jn

)

, где b | ji, qiji 6= qif =

qin2i−1+n2i
при i = 1, n, «узловыми» состояниями. Докажем, что уз-

ловые состояния, которые по определению не являются финальны-
ми, достижимы и отличимы. Доказательство проведем индукцией по

сумме индексов состояний
n
∑

i=1
ji. Cостояние

(

q10, . . . , q
n
0

)

является на-

чальным, а следовательно достижимо. Пусть достижимы узловые со-

стояния, у которых
n
∑

i=1
ji 6 k ·b1. Возьмем такое произвольное узловое

состояние
(

q1j1 , . . . , q
n
jn

)

, что
n
∑

i=1
ji = (k + 1) · b1. Из определения узло-
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вого состояния следует, что найдется такое i, что ji > b1. По предпо-

ложению состояние
(

q1j1 , . . . , q
i
ji−b1

, . . . , qnjn

)

достижимо, так как сум-

ма индексов состояний составляет k · b1. Слово αir, очевидно, пе-
реводит состояние qiji−b1

автомата Vi в состояние qiji , а остальные

состояния q1j1 , . . . , q
n
jn

соответствующих автоматов переводит в себя.

Следовательно, состояние
(

q1j1 , . . . , q
n
jn

)

достижимо. Поэтому все уз-

ловые состояния достижимы. Пусть
(

q1
j′1
, . . . , qnj′n

)

и
(

q1
j′′1
, . . . , qnj′′n

)

—

два различных узловых состояния. Без ограничения общности будем
считать, что j′1 > j′′1 . Тогда, очевидно, слово α1r . . . α1r

︸ ︷︷ ︸

n1+n2−j′
1

b1

переводит

состояние
(

q1
j′1
, . . . , qnj′n

)

в состояние
(

q1n1+n2
, q2

j′2
. . . , qnj′n

)

, а состояние
(

q1
j′′1
, . . . , qnj′′n

)

— в состояние
(

q1
j′′1+n1+n2−j′1

, q2
j′′2

. . . , qnj′′n

)

. По построе-

нию первое состояние является финальным, второе — нет, так как
n1+n2+ j′′1 − j′1 < n1+n2. Таким образом автомат содержит не менее
1

bn1

n
∏

i=1
(n2i−1 + n2i) узловых состояний.

Пусть b1 = 1. Тогда, так как помимо узловых состояний, автомат
содержит финальное состояние, утверждение (6) верно.

Пусть b1 > 1. Рассмотрим отдельно узловые состояния, которые
не могут быть переведены в финальное состояние словом длины b1,

то есть состояния
(

q1j1 , . . . , q
n
jn

)

, где b1 | ji, ji < n2i−1 + n2i − b1 при

i = 1, n. Докажем, что словами длины не более b1−1 из каждого тако-
го состояния достижимо не менее

∑b1−1
i=1 (|Σ| − 1)i состояний отличи-

мых друг от друга и от узловых состояний. Пусть q =
(

q1j1 , . . . , q
n
jn

)

—

некоторое такое узловое состояние. Далее через qα =
(

q1α, . . . , q
n
α

)

бу-
дем обозначать состояние, в которое по слову α переходит состояние
q. На рисунке 4

изображены переходы из состояния q по непустым словам длины

не более b1 − 1 из множества (Σ \ {r})∗ =

(

|Σ|−1
⋃

i=1
{ai}

)

∗

. Отметим,

что другие узловые состояния не достижимы словами длины меньше
b1. Докажем, что все изображенные состояния qα отличимы. В соот-
ветствии с выбором b1 и слов αi, для любого слова α ∈ (Σ \ {r})b1−1

найдется такое 1 6 i 6 n, что αa1 = αi. Возьмем qα′ и qα′′ — два из
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Рис. 4. Переходы из состояния q.

рассматриваемых состояния, причем α′ 6= α′′. Пусть длины α′ и α′′

совпадают. Как было отмечено выше, найдется такое i′, что αi′ = α′β′,
где β′ — непустое слово из (Σ \ {r})∗ длины b1 − |α′|. Тогда, так как

слово αi′r, очевидно, переводит состояние q =
(

q1j1 , . . . , q
i′

ji+b1
, . . . , qnjn

)

в узловое состояние
(

q1j1 , . . . , q
i′

ji′+b1
, . . . , qnjn

)

, слово β′r также пере-

водит qα′ в это узловое состояние. Пусть найдется такое i′′, что
αi′′ = α′′β′. В силу того, что α′ 6= α′′, слово αi′ также не совпадает с
αi′′ . Аналогично предыдущим рассуждениям слово αi′′r переводит q в
(

q1j1 , . . . , q
i′′

ji′′+b1
, . . . , qnjn

)

, а β′r переводит состояние qα′′ в него же. Та-

ким образом β′r переводит состояния qα′ и qα′′ в отличимые узловые
состояния. Следовательно они также отличимы. Если не найдется та-
кое i′′, что αi′′ = α′′β′, то β′r переводит qα′′ в состояние q. Узловые

состояния
(

q1j1, . . . , q
i′

ji′+b1
, . . . , qnjn

)

и q отличимы, а значит состояния

qα′ и qα′′ , переводимые в них словом β′r, также отличимы.
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Пусть теперь длины α′ и α′′ отличаются. Без ограничения общ-
ности будем считать, что длина α′ больше. Найдется такое i, что
αi = α′β′, где β′ — непустое слово из (Σ \ {r})∗ длины b1 − |α′|. Ана-
логично предыдущим рассуждениям β′r переводит qα′ в узловое со-

стояние
(

q1j1 , . . . , q
i
ji+b1

, . . . , qnjn

)

, отличное от q. При этом слово α′′β′r

переводит состояние q в себя, так как по предположению длина α′′β′

меньше b1. Узловые состояния, в которые переводятся словом β′r со-
стояния qα′ и qα′′ , отличимы, а значит qα′ и qα′′ также отличимы.

Заметим, что рассматриваемые состояния, достижимые словами
длины не более b1−1 из различных узловых состояний, отличимы, так
как переход по символу r переводит их в соответствующие узловые
состояния, которые по доказанному ранее отличимы.

Таким образом число состояний автомата приведенного вида, рас-

познающего язык
n
⋃

i=1
L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗) с выражениями Rj , заданны-

ми выше, не меньше, чем

n
∏

i=1

(

n2i−1

b1
+

n2i

b1

)

+

(

b1−1
∑

i=1

(|Σ| − 1)i

)

n
∏

i=1

(

n2i−1

b1
+

n2i

b1
− 1

)

+ 1,

где первое слагаемое — число узловых состояний, второе — число

неузловых состояний, соответствующих
n
∏

i=1

(

n2i−1

b1
+

n2i

b1
− 1

)

узло-

вым состояниям, а последнее слагаемое — одно финальное состояние.
Докажем оценку (7). Пусть a — некоторый символ алфави-

та Σ. Введем следующие обозначения: Σ′ = Σ \ {a}, b′1 =
⌈

log
|Σ′

|−1 n
⌉

=
⌈

log
|Σ|−2 n

⌉

= b2 и n′

i =

⌊

ni

b′1

⌋

· b′1. Тогда, со-

гласно доказательству утверждения (6), найдутся такие выраже-
ния R

′

j, j = 1, 2n над алфавитом Σ′, что
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ R′i)
)
∣

∣ =

n′

i + 2 и

∣

∣

∣

∣

V

(

n
⋃

i=1
L
(

. ∗ R′2i−1. ∗ R
′

2i.∗
)

)∣

∣

∣

∣

>
n
∏

i=1

(

n′

2i−1

b′1
+

n′

2i

b′1

)

+
(

b′1−1
∑

i=1
(|Σ′| − 1)i

)

·
n
∏

i=1

(

n′

2i−1

b′1
+

n′

2i

b′1
− 1

)

+ 1. В качестве выражений

Ri возьмем выражения R
′

i, если ni = n′

i, и (R′i|a{ni − n′

i + 1}) в про-
тивном случае. Отметим, что выражение вида R

′. ∗ R′′ над алфавитом
Σ \ {a} совпадает с выражением R

′[c1 . . . c|Σ|−1]R
′′, где c1, . . . , c|Σ|−1 —

различные символы алфавита Σ, отличные от символа a. Таким обра-
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зом, выражения вида R′.∗R′′.∗ . . . .∗R(k) над алфавитом Σ\{a} при пере-
ходе к алфавиту Σ примут вид R

′[ˆa]∗R′′[ˆa]∗ . . . [ˆa]∗R(k). По лемме 6
число состояний автомата V (L (. ∗ R′i.∗)) над алфавитом Σ совпадает
с числом состояний автомата V (L (. ∗ R′i.∗)) над алфавитом Σ′. При-
менив следствие 1, получаем, что

∣

∣V
(

Lpf (. ∗ R′i)
)∣

∣ = |V (L (. ∗ R′i.∗))|+
1 = n′

i+2, где V
(

Lpf (. ∗ R′i)
)

— автомат над алфавитом Σ. При ni = n′

i

очевидно, что
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ Ri)
)
∣

∣ =
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ R′i)
)
∣

∣ = n′

i + 2. В случае
ni 6= n′

i по лемме 4, в силу того, что выражение R
′

i определено над ал-
фавитом Σ \ {a}, верно равенство |V (L (. ∗ (R′i|a{ni − n′

i + 1}).∗))| =
|V (L (. ∗ R′i.∗))| + |V (L (.∗a{ni − n′

i + 1}.∗))| − 2. Очевидно, что
|V (L (.∗a{ni − n′

i + 1}.∗))| = ni − n′

i + 2. Поэтому, применив след-
ствие 1, получаем:

∣

∣V
(

Lpf (. ∗ Ri)
)
∣

∣= |V (L (. ∗ (R′i|a{ni−n′

i+1}).∗))|+
1 =

∣

∣V
(

Lpf (. ∗ R′i)
)∣

∣− 1+ni −n′

i+2− 2+1 = n′

i+ni−n′

i+2 = ni+2.

Заметим, что регулярный язык, принимаемый автоматом V ′ =

V

(

n
⋃

i=1
L
(

. ∗ R′2i−1. ∗ R
′

2i.∗
)

)

над алфавитом Σ′, совпадает с языком
(

n
⋃

i=1
L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗)

)

∩ (Σ′)∗. Поэтому по лемме 5

∣

∣

∣

∣

∣

V

(

n
⋃

i=1

L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗)

)
∣

∣

∣

∣

∣

>
∣

∣V ′
∣

∣ >

n
∏

i=1

(

n′

2i−1

b′1
+

n′

2i

b′1

)

+

+

b′1−1
∑

i=1

(∣

∣Σ′
∣

∣− 1
)i

n
∏

i=1

(

n′

2i−1

b′1
+

n′

2i

b′1
− 1

)

+1 =

n
∏

i=1

(⌊

n2i−1

b2

⌋

+

⌊

n2i

b2

⌋)

+

+

b2−1
∑

i=1

(|Σ| − 2)i
n
∏

i=1

(⌊

n2i−1

b2

⌋

+

⌊

n2i

b2

⌋

− 1

)

+ 1

Доказательство теоремы 3

Докажем утверждение (8). Как и в случае теоремы 2, верно ра-
венство

∣

∣V
(

Lpf
(

. ∗ Rj
))∣

∣ =
∣

∣V
(

L
(

. ∗ Rj.∗
))∣

∣+1 = nj+2. По теореме 1
|V (L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗))| 6 n1 · n3 + n2 · n4 + 1, причем по лем-
ме 1 данный автомат удовлетворяет условию леммы 2. По теореме 2
∣

∣

∣

∣

V

(

n
⋃

i=3
L
(

R
i
)

)
∣

∣

∣

∣

6
n
∏

i=3
(n2i−1 + n2i)+1, причем данный автомат также

удовлетворяет условию леммы 2. Поэтому по лемме 2 верно следую-
щее неравенство:
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∣

∣

∣

∣

∣

V

(

L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗) ∪

n
⋃

i=3

L
(

R
i
)

)∣

∣

∣

∣

∣

6

6 (n1 · n3 + n2 · n4) ·
n
∏

i=3

(n2i−1 + n2i) + 1.

Доказательство утверждения (9) схоже с соответствующим дока-
зательством теоремы 2

Пусть r — некоторый символ алфавита Σ, а a1, . . . , a|Σ|−1 —
различные символы из Σ \ {r}. Упорядочим, как и в доказатель-
стве предыдущей теоремы, слова множества (|Σ| \ {r})b1 , считая, что
ai < aj, если i < j.

Докажем, что среди первых n слов из (|Σ| \ {r})b1 найдутся слова
a1 . . . a1
︸ ︷︷ ︸

b1

и a1 . . . a1
︸ ︷︷ ︸

b1−1

a2. Слово a1 . . . a1
︸ ︷︷ ︸

b1

является минимальным словом из

(|Σ| \ {r})b1 при выбранном упорядочении, поэтому обязательно со-
держится среди первых n слов. Пусть a1 . . . a1

︸ ︷︷ ︸

b1−1

a2 не содержится среди

первых n слов. Тогда, так как слова меньше, чем a1 . . . a1
︸ ︷︷ ︸

b1−1

a2, имеют

вид ai1 . . . aib1−1
a1, то их всего (|Σ| − 1)b1−1. По предположению пер-

вые n слов меньше слова a1 . . . a1
︸ ︷︷ ︸

b1−1

a2, следовательно n 6 (|Σ| − 1)b1−1.

Но тогда b1 =
⌈

log
|Σ|−1 n

⌉

6

⌈

log
|Σ|−1 (|Σ| − 1)b1−1

⌉

= b1 − 1. Проти-

воречие. Следовательно среди первых n слов имеются слова a1 . . . a1
︸ ︷︷ ︸

b1

и a1 . . . a1
︸ ︷︷ ︸

b1−1

a2. Обозначим первые n слов из (|Σ| \ {r})b1 как α1, . . . , αn,

причем без ограничения общности будем считать, что α1 = a1 . . . a1
︸ ︷︷ ︸

b1

и

α2 = a1 . . . a1
︸ ︷︷ ︸

b1−1

a2. Для каждого 1 6 i 6 n в качестве выражений R2i−1

и R2i возьмем выражения вида αi.∗ . . . .∗αi
︸ ︷︷ ︸

n2i−1
b1

и αi.∗ . . . .∗αi
︸ ︷︷ ︸

n2i
b1

соответ-

ственно.
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Пусть Ve = 〈Qe,Σ, q
e
0, δe, Ae〉 — автомат приведенного вида, рас-

познающий язык L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗). По построению из лем-
мы 2 автомат Ve является тривиальным «слиянием» автоматов при-
веденного вида V ′

e и V ′′

e , принимающих языки L (. ∗ (R1|R3).∗) и
L (. ∗ (R2|R4).∗) соответственно. Заметим, что автоматы, распознаю-
щие языки L (. ∗ R1.∗) и L (. ∗ R3.∗), имеют такую же структуру, что
и автоматы Vi из доказательства теоремы 2. Поэтому в автомате V ′

e

имеется
n1

b1
·
n3

b1
узловых состояний, которые достижимы и отличимы

между собой. Причем если произвольное слово α ∈ Σ∗, α 6= α1, α 6= α2

имеет длину не более чем b1, то слово αr переводит любое узловое
состояние в себя, а слова α1r и α2r переводят либо в другое узло-
вое состояние, либо в финальное состояние. Аналогично автомат V ′′

e

имеет
n2

b1
·
n4

b1
узловых состояний. Заметим, что из доказательства

достижимости узловых состояний теоремы 2 следует, что данные уз-
ловые состояния достигаются из начальных состояний словами, явля-
ющимися конкатенацией некоторого количества слов вида α1r и α2r.
Кроме того, финальные состояния автоматов V ′

e и V ′′

e не могут быть
достижимы словами длины не более b1, за исключением слов α1 и α2.
Далее состояния автомата Ve, соответствующие узловым состояниям
автоматов V ′

e и V ′′

e , будем называть «почти узловыми» состояниями.

Пусть Vi =
〈

Qi,Σ, q
i
0, δi, Ai =

{

qif

}〉

— автомат, принимающий

язык L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗), где i = 1, n. Пронумеруем состояния ав-
томатов в соответствии с их глубиной, считая, что начальные состо-

яния имеют номер 0. Построим автомат V с |Ve|
n
∏

i=3
|Vi| состояния-

ми, где каждому состоянию ставится в соответствие набор состояний
(

qeje , q
3
j3
, . . . , qnjn

)

, где qeje — состояние автомата Ve, а qiji — состоя-

ния автоматов Vi соответственно. Для произвольного символа a ∈ Σ

зададим значение функции переходов как δ
((

qeje , q
3
j3
, . . . , qnjn

)

, a
)

=
(

δe

(

qeje , a
)

, δ3

(

q3j3 , a
)

, . . . , δn

(

qnjn , a
))

. В качестве начального состо-

яния возьмем состояние
(

qe0, q
3
0 , . . . , q

n
0

)

, а в качестве финальных —

все состояния вида
(

qeje , q
3
j3
, . . . , qnjn

)

, где либо найдется такое i, что

qiji = qif , либо состояние qeje автомата Ve является финальным. Заме-
тим, что по построению все финальные состояния являются погло-
щающими, а значит и неотличимыми. Такой автомат очевидно будет
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принимать язык L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗)∪
n
⋃

i=3
L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗), как

автомат, реализующий по сути параллельную работу автомата Ve и
n− 2 автоматов Vi.

В данном доказательстве расширим определение узлового состоя-

ния. Назовем состояние вида
(

qeje , q
3
j3
, . . . , qnjn

)

узловым, если qeje соот-

ветствует почти узловому состоянию автомата Ve и b1 | ji, q
i
ji
6= qif =

qin2i−1+n2i
при n = 3, n. Докажем достижимость узловых состояний.

Пусть достижимо состояние
(

qe0, q
3
j3
, . . . , qnjn

)

. Тогда, в силу того, что

любое почти узловое состояние автомата V достигается из началь-
ного состояния qe0 конкатенацией некоторого числа слов вида α1r и
α2r, для любого почти узлового состояния qe автомата Ve найдется
слово αi1r . . . αikr, где ij = 1, 2, переводящее состояние qe0 в qe. За-
метим, что слова α1r и α2r переводят нефинальные состояния qiji,
где b1 | ji, автоматов Vi в себя, а значит слово αi1r . . . αikr переводит

узловое состояние
(

qe0, q
3
j3
, . . . , qnjn

)

в состояние
(

qe, q3j3 , . . . , q
n
jn

)

. До-

кажем теперь индукцией по сумме индексов
n
∑

i=3
ji, что достижимы уз-

ловые состояния вида
(

qe0, q
3
j3
, . . . , qnjn

)

. Cостояние
(

qe0, q
1
0 , . . . , q

n
0

)

яв-

ляется начальным, а следовательно достижимо. Пусть достижимы

узловые состояния, у которых
n
∑

i=3
ji 6 k · b1. Возьмем такое произ-

вольное узловое состояние
(

qe0, q
3
j3
, . . . , qnjn

)

, что
n
∑

i=3
ji = (k + 1) · b1.

Из определения узлового состояния следует, что найдется такое i,

что ji > b1. По предположению состояние
(

qe0, q
3
j3
, . . . , qiji−b1

, . . . , qnjn

)

достижимо, так как сумма индексов состояний составляет k · b1. Сло-
во αir, очевидно, переводит состояние qiji−b1

автомата Vi в состояние

qiji , а остальные состояния qe0, q
1
j1
, . . . , qnjn соответствующих автоматов

переводит в себя. Следовательно, состояние
(

q1j1 , . . . , q
n
jn

)

достижимо.

Пусть достижимо состояние
(

qe0, q
3
j3
, . . . , qnjn

)

. Тогда, в силу того, что

любое почти узловое состояние автомата V достигается из началь-
ного состояния qe0 конкатенацией некоторого числа слов вида α1r и
α2r, для любого почти узлового состояния qe автомата Ve найдется
слово αi1r . . . αikr, где ij = 1, 2, переводящее состояние qe0 в qe. Заме-
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тим, что слова α1r и α2r переводят нефинальные состояния qiji , где
b1 | ji, автоматов Vi в себя, а значит слово αi1r . . . αikr переводит узло-

вое состояние
(

qe0, q
3
j3
, . . . , qnjn

)

в состояние
(

qe, q3j3 , . . . , q
n
jn

)

. Докажем

теперь индукцией по сумме индексов
n
∑

i=3
ji, что достижимы узловые

состояния вида
(

qe0, q
3
j3
, . . . , qnjn

)

. Из этого следует, что все узловые
состояния достижимы.

Докажем отличимость узловых состояний автомата V .

Пусть
(

qej′e
, q3

j′3
, . . . , qnj′n

)

и
(

qej′′e
, q3

j′′3
, . . . , qnj′′n

)

— два различных уз-

ловых состояния. Пусть qej′e
6= qeq′′e

. Так как данные состояния отли-

чимы в автомате Ve, то найдется слово αi1r . . . αikr, где ij = 1, 2,
переводящее одно из них в финальное состояние, а другое — нет.
Без ограничения общности будем считать, что в финальное состо-
яние переводится qej′e

. Тогда слово αi1r . . . αikr переводит состояние
(

qej′e
, q3

j′3
, . . . , qnj′n

)

в финальное состояние
(

qef , q
3
j′3
, . . . , qnj′n

)

, а состоя-

ние
(

qej′′e
, q3

j′′3
, . . . , qnj′′n

)

в нефинальное состояние
(

qe, q3
j′′3
, . . . , qnj′′n

)

, где

qe — некоторое нефинальное состояние автомата Ve. Пусть qej′e
= qeq′′e

.

Без ограничения общности будем считать, что j′3 > j′′3 . Тогда, очевид-

но, слово α1r . . . α1r
︸ ︷︷ ︸

n5+n6−j′
3

b1

переводит состояние
(

qej′e
, q3

j′3
, . . . , qnj′n

)

в состояние

(

qej′e
, q3n5+n6

, q4
j′4
. . . , qnj′n

)

, а состояние
(

qej′′e
, q3

j′′3
, . . . , qnj′′n

)

— в состояние
(

qej′′e
, q3

j′′3+n5+n6−j′3
, q4

j′′4
. . . , qnj′′n

)

. По построению первое состояние явля-

ется финальным, а второе — нет, так как n5 + n6 + j′′3 − j′3 < n5 + n6.

Таким образом автомат содержит не менее

(

n1

b1
·
n3

b1
+

n2

b1
·
n4

b1

)

·

n
∏

i=3

(

n2i−1

b1
+

n2i

b1

)

узловых состояний.

Пусть b1 = 1. Тогда, так как помимо узловых состояний, автомат
содержит одно финальное состояние, утверждение (9) верно.

Пусть b1 > 1. Рассмотрим отдельно узловые состояния, которые
не могут быть переведены в финальное состояние словом длины b1.
Докажем, что словами длины не более b1−1 из каждого такого состо-
яния достижимо не менее

∑b1−1
i=1 (|Σ| − 1)i состояний отличимых друг
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от друга и от узловых состояний. Пусть q =
(

qeje , q
3
j3
, . . . , qnjn

)

— неко-

торое такое узловое состояние. Далее через qα =
(

qeα, q
3
α, . . . , q

n
α

)

будем
обозначать состояние, в которое по слову α переходит состояние q.
Отметим, что другие узловые состояния не достижимы словами дли-
ны меньше b1. Докажем, что состояния вида qα, где α — слово длины
не более b1−1, отличимы. В соответствии с выбором b1 и слов αi, для
любого слова α ∈ (Σ \ {r})b1−1 найдется такое 1 6 i 6 n, что αa1 = αi.
Возьмем qα′ и qα′′ — два из рассматриваемых состояния, причем
α′ 6= α′′. Пусть длины α′ и α′′ совпадают. Без ограничения общности
будем считать, что α′ 6= a1 . . . a1. Как было отмечено выше, найдется
такое i′, что αi′ = α′β′, где β′ — непустое слово из (Σ \ {r})∗ длины
b1 − |α′|. Причем, так как α′ 6= a1 . . . a1, i

′ > 3. Тогда, так как слово

αi′r, очевидно, переводит состояние q =
(

qeje , q
3
j3
, . . . , qi

′

ji+b1
, . . . , qnjn

)

в узловое состояние
(

qeje , q
3
j3
, . . . , qi

′

ji′+b1
, . . . , qnjn

)

, слово β′r также пе-

реводит qα′ в это узловое состояние. Пусть найдется такое i′′, что
αi′′ = α′′β′. Если i′′ > 3, то в силу того, что α′ 6= α′′, слово αi′

также не совпадает с αi′′ . Аналогично предыдущим рассуждениям

слово αi′′r переводит q в
(

qeje , q
3
j3
, . . . , qi

′′

ji′′+b1
, . . . , qnjn

)

, а β′r переводит

состояние qα′′ в него же. Если i′′ 6 2, то слово αi′′r переводит состо-

яние q в отличное от него узловое состояние
(

qej′′e
, q3j3 , . . . , q

n
jn

)

, а β′r

переводит состояние qα′′ в него же. Таким образом в обоих случаях
β′r переводит состояния qα′ и qα′′ в отличимые узловые состояния.
Следовательно они также отличимы. Если не найдется такое i′′, что
αi′′ = α′′β′, то β′r переводит qα′′ в состояние q. Узловые состояния
(

q1j1, . . . , q
i′

ji′+b1
, . . . , qnjn

)

и q отличимы, а значит состояния qα′ и qα′′ ,

переводимые в них словом β′r, также отличимы.

Пусть теперь длины α′ и α′′ отличаются. Без ограничения общ-
ности будем считать, что длина α′ больше. Найдется такое i, что
αi = α′β′, где β′ — непустое слово из (Σ \ {r})∗ длины b1 − |α′|. Ана-
логично предыдущим рассуждениям β′r переводит qα′ либо в узловое

состояние
(

qeje , q
3
j3
, . . . , qiji+b1

, . . . , qnjn

)

, если i > 3, либо, в противном

случае, в узловое состояние
(

qej′e
, q3j3 , . . . , q

n
jn

)

, где j′e — почти узло-

вое состояние автомата Ve, в которое переводится словом αi состоя-
ние qeje . Причем оба этих узловых состояния отличны от состояния
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q. При этом слово α′′β′r переводит состояние q в себя, так как по
предположению длина α′′β′ меньше b1. Узловые состояния, в кото-
рые переводятся словом β′r состояния qα′ и qα′′ , отличимы, а значит
qα′ и qα′′ также отличимы.

Заметим, что рассматриваемые состояния, достижимые словами
длины не более b1−1 из различных узловых состояний, отличимы, так
как переход по символу r переводит их в соответствующие узловые
состояния, которые по доказанному ранее отличимы.

По построению автомата V ′′

e и из доказательства теоремы 2 следу-

ет, что

(

n2

b1
− 1

)

·

(

n4

b1
− 1

)

узловых состояния автомата V ′′

e не могут

перейти в финальное состояние словом длины b1. Следовательно ав-

томат Ve имеет

(

n1

b1
·
n3

b1
+

(

n2

b1
− 1

)

·

(

n4

b1
− 1

))

почти узловых со-

стояний, которые не могут перейти в финальное состояние. Таким об-
разом число состояний автомата приведенного вида, распознающего

язык L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗)∪
n
⋃

i=3
L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗) с выражениями

Rj , заданными выше, не меньше, чем

(

n1

b1
·
n3

b1
+

n2

b1
·
n4

b1

)

·

n
∏

i=3

(

n2i−1

b1
+

n2i

b1

)

+

(

b1−1
∑

i=1

(|Σ| − 1)i
)

×

×

(

n1

b1
·
n3

b1
+

(

n2

b1
− 1

)

·

(

n4

b1
− 1

))

·

n
∏

i=3

(

n2i−1

b1
+

n2i

b1
− 1

)

+ 1,

где первое слагаемое — число узловых состояний, второе — число

неузловых состояний, соответствующих
(n1

b1
·
n3

b1
+
(n2

b1
−1
)

·
(n4

b1
−1
))

·

n
∏

i=3

(

n2i−1

b1
+

n2i

b1
− 1

)

узловым состояниям, из которых нельзя по-

пасть в финальное словом длины b1, а последнее слагаемое — одно
финальное состояние.

Докажем оценку (10). Пусть a — некоторый символ алфавита Σ.

Введем следующие обозначения: Σ′ = Σ \ {a}, b′1 =
⌈

log
|Σ′

|−1 n
⌉

=
⌈

log
|Σ|−2 n

⌉

= b2 и n′

i =

⌊

ni

b′1

⌋

· b′1. Тогда, согласно доказательству

утверждения (9), найдутся такие выражения R
′

j, j = 1, 2n над алфа-

витом Σ′, что
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ R′i)
)
∣

∣ = n′

i + 2 и
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∣

∣

∣

∣

∣

V

(

L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗) ∪

n
⋃

i=3

L
(

. ∗ R′2i−1. ∗ R
′

2i.∗
)

)
∣

∣

∣

∣

∣

>

>

(

n′

1

b′1
·
n′

3

b′1
+

n′

2

b′1
·
n′

4

b′1

)

·

n
∏

i=3

(

n′

2i−1

b′1
+

n′

2i

b′1

)

+





b′1−1
∑

i=1

(∣

∣Σ′
∣

∣− 1
)i



×

×

(

n′

1

b′1
·
n′

3

b′1
+

(

n′

2

b′1
− 1

)

·

(

n′

4

b′1
− 1

))

·

n
∏

i=3

(

n′

2i−1

b′1
+

n′

2i

b′1
− 1

)

+ 1.

В качестве выражений Ri возьмем выражения R
′

i, если ni = n′

i,
и (R′i|a{ni − n′

i + 1}) в противном случае. Отметим, что выраже-
ние вида R

′. ∗ R′′ над алфавитом Σ \ {a} совпадает с выражени-
ем R

′[c1 . . . c|Σ|−1]R
′′, где c1, . . . , c|Σ|−1 — различные символы алфа-

вита Σ, отличные от символа a. Таким образом, выражения вида
R
′.∗R′′.∗ . . . .∗R(k) над алфавитом Σ \ {a} при переходе к алфавиту

Σ примут вид R
′[ˆa]∗R′′[ˆa]∗ . . . [ˆa]∗R(k). По лемме 6 число состоя-

ний автомата V (L (. ∗ R′i.∗)) над алфавитом Σ совпадает с числом
состояний автомата V (L (. ∗ R′i.∗)) над алфавитом Σ′. Применив след-
ствие 1, получаем, что

∣

∣V
(

Lpf (. ∗ R′i)
)
∣

∣ = |V (L (. ∗ R′i.∗))|+1 = n′

i+2,
где V

(

Lpf (. ∗ R′i)
)

— автомат над алфавитом Σ. При ni = n′

i оче-
видно, что

∣

∣V
(

Lpf (. ∗ Ri)
)
∣

∣ =
∣

∣V
(

Lpf (. ∗ R′i)
)
∣

∣ = n′

i + 2. В случае
ni 6= n′

i по лемме 4, в силу того, что выражение R
′

i определено над
алфавитом Σ\{a}, верно равенство |V (L (. ∗ (R′i|a{ni − n′

i + 1}).∗))| =
|V (L (. ∗ R′i.∗))| + |V (L (.∗a{ni − n′

i + 1}.∗))| − 2. Очевидно, что
|V (L (.∗a{ni − n′

i + 1}.∗))| = ni − n′

i + 2. Поэтому, применив след-
ствие 1, получаем:

∣

∣V
(

Lpf (. ∗ Ri)
)
∣

∣= |V (L (. ∗ (R′i|a{ni−n′

i+1}).∗))|+
1 =

∣

∣V
(

Lpf (. ∗ R′i)
)
∣

∣− 1+ni−n′

i+2− 2+1 = n′

i+ni−n′

i+2 = ni+2.
Заметим, что, как и в теореме 2, регулярный язык, принимаемый

автоматом V ′ = V

(

L (. ∗ (R′1|R
′

3). ∗ (R
′

2|R
′

4).∗) ∪
n
⋃

i=3
L
(

. ∗ R′2i−1. ∗ R
′

2i.∗
)

)

над алфавитом Σ′, совпадает с языком

(

n
⋃

i=1
L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗)

)

∩

(Σ′)∗. Поэтому по лемме 5

∣

∣

∣

∣

∣

V

(

n
⋃

i=1

L (. ∗ R2i−1. ∗ R2i.∗)

)∣

∣

∣

∣

∣

>
∣

∣V ′
∣

∣ >

(

n′

1

b′1
·
n′

3

b′1
+

n′

2

b′1
·
n′

4

b′1

)

×
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×

n
∏

i=3

(

n′

2i−1

b′1
+

n′

2i

b′1

)

+





b′1−1
∑

i=1

(
∣

∣Σ′
∣

∣− 1
)i



×

×

(

n′

1

b′1
·
n′

3

b′1
+

(

n′

2

b′1
− 1

)

·

(

n′

4

b′1
− 1

))

·

n
∏

i=3

(

n′

2i−1

b′1
+

n′

2i

b′1
− 1

)

+ 1 =

=

(⌊

n1

b2

⌋

·

⌊

n3

b2

⌋

+

⌊

n2

b2

⌋

·

⌊

n4

b2

⌋)

·

n
∏

i=3

(⌊

n2i−1

b2

⌋

+

⌊

n2i

b2

⌋)

+

+

(

b2−1
∑

i=1

(|Σ| − 2)i

)

·

(⌊

n1

b2

⌋

·

⌊

n3

b2

⌋

+

(⌊

n2

b2

⌋

− 1

)

·

(⌊

n4

b2

⌋

− 1

))

·

·

n
∏

i=3

(⌊

n2i−1

b2

⌋

+

⌊

n2i

b2

⌋

− 1

)

+ 1.

Доказательство теоремы 4

Согласно утверждению (4) теоремы 1 для любого C ∈ (0; 1] ∩ Q

найдутся такие выражения R1, R2, R3 и R4, что

C =
|V (L (. ∗ (R′1|R

′

3). ∗ (R
′

2|R
′

4).∗))|

|V (L (. ∗ R′1. ∗ R
′

2.∗) ∪ L (. ∗ R′3. ∗ R
′

4.∗))|
.

Рассмотрим выражения R
1 = . ∗ R′1. ∗ R

′

2.∗, R
j = . ∗ R′3. ∗ R4.∗, j = 2, n.

Заметим, что L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗) ⊇ L (. ∗ R3. ∗ R4.∗). Тогда

∣

∣

∣

∣

V

(

L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗) ∪
n
⋃

i=3
L
(

R
i
)

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

V

(

n
⋃

i=1
L (Ri)

)
∣

∣

∣

∣

=

=
|V (L (. ∗ (R1|R3). ∗ (R2|R4).∗))|

|V (L (R1) ∪ L (R2))|
= C.

Применение алгоритма

Для работы с регулярными выражениями и конечными автома-
тами был разработан программный комплекс [15], в котором реали-
зована возможность модификации выражений вида . ∗ R1. ∗ R2.∗.
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Для проверки эффективности модификации регулярных выра-
жений была выбрана база сигнатур сетевой системы обнаруже-
ния вторжений Snort [16]. Из нее были взяты 11 выражений ви-

да R
i = . ∗ R′i. ∗ R

′′

i.∗. Затем был построен автомат V

(

11
⋃

i=1
L
(

R
i
)

)

и

для каждой пары выражений R
i и R

j (i 6= j) был построен авто-

мат V

(

L
(

. ∗ (R′i|R
′

j). ∗ (R
′′

i|R
′′

j).∗
)
⋃

k 6=i,j

L
(

R
k
)

)

. Гистограмма значений

отношения C =

∣

∣

∣

∣

∣

V

(

L
(

. ∗ (R′i|R
′

j). ∗ (R
′′

i|R
′′

j).∗
)
⋃

k 6=i,j

L
(

R
k
)

)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

V

(

11
⋃

i=1
L (Ri)

)∣

∣

∣

∣

, характе-

ризующего эффективность алгоритма в случае набора из более чем
двух выражений, изображена на рисунке 5.

Рис. 5. Гистограмма эффективности алгоритма.

Видно, что применение данного алгоритма изменения выражений
для различных пар выражений в большинстве случаев привело к со-
кращению числа состояний до 50–70%. При этом в одном случаев
число состояний сократилось до примерно 25%. Таким образом мо-
дификация может быть эффективна, но это существенно зависит от
выбора пары выражений для изменения.
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Заключение

В статье было рассмотрено расширение метода изменения регу-
лярных выражений [11] для сокращения числа состояний детермини-
рованных конечных автоматов, реализующих поиск по выражениям.
Были даны оценки на число состояний автомата при таком изменении
в случае алфавита, состоящего из не менее чем трех символов. Так-
же доказано, что относительное уменьшение числа состояний может
быть произвольным.

Автор выражает благодарность к.ф.-м.н. Галатенко Алексею Вла-
димировичу и к.ф.-м.н. Панкратьеву Антону Евгеньевичу за поста-
новку задачи и внимание к работе, Александрову Денису Евгеньеви-
чу за помощь в редактировании статьи.
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