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В данной работе вводятся в рассмотрение итеративные
пропозициональные исчисления, представляющие собой конеч-
ные множества пропозициональных формул вместе с операцией
modus ponens и операцией суперпозиции, заданной множеством
операций Мальцева. Для таких исчислений изучается вопрос
разрешимости проблемы выразимости. В частности будет пока-
зано, что существуют неразрешимые итеративные исчисления.
Будет предложен подход описания разрешимых итеративных
исчислений, основанный на задании таких исчислений клонами
k-значных логик. Кроме того, будет описана решетка клонов
трёхзначной логики, порождающих итеративные исчисления,
и доказана континуальность множества разрешимых итератив-
ных исчислений.
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1. Основные понятия

Пусть Σ — множество логических связок, V — счетное множество
(пропозициональных) переменных. ΦΣ (X) — множество (пропозици-
ональных) формул над логическими связками Σ и множеством пере-
менных X ⊆ V. Положим ΦΣ = ΦΣ (V).

Операции над формулами:

1) Схемные

F1(x1, . . . , xn), . . . , Fm(x1, . . . , xn) ` F0(x1, . . . , xn);
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2) Суперпозиция (операции Мальцева)

F,G ` F (G).

Положим [P] — замыкание множества формул P ⊆ ΦΣ относи-
тельно схемных операций и суперпозиции. Замкнутые относительно
оператора [·] множества формул будем называть итеративными про-
позициональными исчислениями.

2. Неразрешимые итеративные исчисления

Рассмотрим проблему выразимости для итеративных исчислений,
которая состоит в описании всех таких пар исчислений (P1,P2), для
которых P1 ⊆ P2.

Теорема 1. Проблема выразимости для итеративных пропозицио-
нальных исчислений алгоритмически неразрешима.

Исчисление P будем называть разрешимым, если существует ал-
горитм, который по произвольной формуле F ∈ ΦΣ отвечает на во-
прос: F ∈ P? Как следствие из теоремы 1 получаем.

Следствие. Существует неразрешимые итеративные пропозицио-
нальные исчисления.

3. Разрешимые итеративные исчисления

Положим Ek = {0, 1, . . . , k − 1}. Обозначим через Pnk множество
всех функций k-значной логики от n переменных и через Pk — мно-
жество всех функций k-значной логики.

Всякое отображение ϕ : Σ → Pk множества логических связок Σ

в множество функций k-значной логики будем называть k-значной
интерпретацией. Каждой формуле F ∈ ΦΣ в интерпретации ϕ соот-
ветствует некоторая функция из Pk, которую будем обозначать через
ϕF .

Фиксируем некоторую интерпретацию ϕ. Каждой операции ω, за-
данной схемой

F1(x1, . . . , xn), . . . , Fm(x1, . . . , xn) ` F0(x1, . . . , xn),
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в интерпретации ϕ соответствует преобразование ϕω на уровне функ-
ций

ϕF1(x1, . . . , xn), . . . , ϕFm(x1, . . . , xn) ` ϕF0(x1, . . . , xn).

Рассмотрим конечную алгебру 〈Ek;ϕ;Q〉 вместе с выделенным
клоном операций Q ⊆ Pk. Будем говорить, что формула F ∈ ΦΣ

истинна в алгебре 〈Ek;ϕ;Q〉, если ϕF ∈ Q.
Пусть P — итеративное пропозициональное исчисление, замкну-

тое относительно схемных операций Ω = {ωi}i∈I . Моделью исчисле-
ния P будем называть всякую алгебру 〈Ek;ϕ;Q〉, для которой

1) все аксиомы P истинны в 〈Ek;ϕ;Q〉;
2) множество функций Q замкнуто относительно преобразований
{ϕωi}i∈I , то есть для любой операции ω ∈ Ω всякий раз, когда
ϕFi(g1, . . . , gn) ∈ Q, 1 6 i 6 m, для некоторых g1, . . . , gn ∈ Pk,
результирующая функция ϕF0(g1, . . . , gn) ∈ Q.

Из определения модели следует, что всякая выводимая формула ис-
числения P истинна в любой модели P.

Будем говорить, что исчисление P обладает (конечным) модель-
ным свойством, если для любой формулы F /∈ [P] существует модель
〈Ek;ϕ;Q〉 исчисления P, в которой формула F ложна, то есть ϕF /∈ Q.

Теорема 2. Если исчисление P обладает конечным модельным свой-
ством, то P разрешимо.

Если фиксировать значность логики k и интерпретацию ϕ, то
каждый клон Q ∈ Pk однозначно задает множество формул PQ, ис-
тинных в модели 〈Ek;ϕ;Q〉. Если Q замкнуто относительно преобра-
зований {ϕωi}i∈I , то непосредственно из определения модели следует,
что PQ замкнуто относительно схемных операций {ωi}i∈I и операции
суперпозиции и, следовательно, является итеративным пропозицио-
нальным исчислением. Согласно теореме 2 имеем.

Следствие. Каждый клон Q ∈ Pk, замкнутый относительно
{ϕωi}i∈I , определяет разрешимое итеративное исчисление PQ, за-
мкнутое относительно {ωi}i∈I .

Поэтому описание решетки клонов в Pk, замкнутых относительно
схемных преобразований, позволяет описать часть решетки разреши-
мых итеративных исчислений.
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4. Клоны, порождающие итеративные исчис-
ления

Фиксируем значность логики k и интерпретацию ϕ. Пусть π ⊆
Enk — l-местный предикат на множестве Ek. Будем говорить, что
функция f ∈ Pnk , где n > 0, µ-сохраняет предикат π, если для любых
наборов α1, . . . , αµ ∈ En·lk таких, что αi = (αi,1, . . . , αi,n), αi,j ∈ Elk,
j ∈ {1, . . . , n}, и f(αi) /∈ π для всех i ∈ {1, . . . , µ}, найдется такое
j ∈ {1, . . . , n}, для которого αi,j /∈ π для всех i ∈ {1, . . . , µ}. Множе-
ство всех таких функций обозначим через Tπ,µ

Рассмотрим схемную операцию ω

F1(x1, . . . , xn), . . . , Fm(x1, . . . , xn) ` F0(x1, . . . , xn)

и ее представление ϕω в интерпретации ϕ

ϕF1(x1, . . . , xn), . . . , ϕFm(x1, . . . , xn) ` ϕF0(x1, . . . , xn).

Будем говорить, что операция ω µ-сохраняет предикат π, если для
любых наборов α1, . . . , αµ ∈ En·lk таких, что αi = (αi,1, . . . , αi,n), αi,j ∈
Elk, j ∈ {1, . . . , n}, и ϕF0(αi) /∈ π для всех i ∈ {1, . . . , µ}, найдется
такое j ∈ {1, . . . ,m}, для которого ϕFj (αi) /∈ π для всех i ∈ {1, . . . , µ}.
Множество всех таких операций обозначим через Oπ,µ

Теорема 3. Если {ωi}i∈I ⊆ Oπ,µ, то клон Tπ,µ′ замкнут относи-
тельно преобразований {ϕωi}i∈I для любого µ′ 6 µ.

Как следствие из теоремы 3 имеем.

Следствие. Каждый клон Tπ,µ определяет итеративное исчисле-
ние, замкнутое относительно операций Oπ,µ′, µ′ > µ.

Простейшими примерами клонов Tπ,µ являются классы функций
двузначной логики, обладающие свойством Aµ. В этом случае преди-
кат π является константой 1. Такие клоны замкнуты относительно
преобразований:

x1, . . . , xn, f(x1, . . . , xn, y) ` y,

где f — функция обладающая свойством A∞. Следовательно, они яв-
ляются моделями для итеративных пропозициональных исчислений
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с операцией суперпозиции и схемными операциями данного вида. В
частности, они являются моделями для итеративных исчислений с
операцией modus ponens

x1, x1 → x2 ` x2.

Ниже приводится описание решётки клонов T2,µ в трёхзначной логи-
ке, µ-сохраняющих константу 2. Как следствие из описания решётки
будет установлена континуальность множества всех разрешимых ите-
ративных исчислений.

5. Решетка клонов трёхзначной логики, по-
рождающая итеративные исчисления

Определим следующие предикаты, которые понадобятся для фор-
мулировки результата:

ρ∨,n(x1, x2, . . . , xn) = 1 
 x1 = 2 ∨ x2 = 2 ∨ . . . ∨ xn = 2

ρ→,n(x1, x2, . . . , xn) = 1 
 x1 6= 2 ∨ x2 = 2 ∨ . . . ∨ xn = 2

ρ=,n(x1, x2, . . . , xn) = 1 
 x1 = x2 ∨ x3 = 2 ∨ . . . ∨ xn = 2

ρ',n(x1, x2, . . . , xn) = 1 
 x1 = x2 ∨ x1 = 2 ∨ x2 = 2 ∨ . . . ∨ xn = 2

Введем обозначения для следующих классов функций:

P3 = Pol (∅) ,

T = Pol ((2)) , F = Pol ((0, 1)) ,

M = Pol (ρ∼) , M01 = Pol (ρ→,2) ,

Tn = Pol (ρ∨,n) , T∞ = Pol
(⋃

n>2 ρ∨,n
)
,

E = Pol (ρ',2) E∞ = Pol
(⋃

n>2 ρ',n
)
,

I = Pol (ρ=,3) , S = Pol (ρ→,3) .

Пересечение замкнутых классов Q1, Q2 будем обозначать через
Q1Q2. Например,

T∞FM01 = T∞ ∩ F ∩M01.
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Определим семейство Θ, состоящее из всевозможных пересечений за-
мкнутых классов

P3, T, F, M01, Tn, T∞, E, E∞, I, S

а также замкнутых классов, задаваемых множествами предикатов
ρ',n для произвольных n > 2.

Теорема 4. Множество Θ состоит из всех замкнутых классов
функций в P3, содержащих функцию

f2,max(x, y) =

{
2, x = 2 ∨ y = 2;

x|y, иначе.

На рис. 1 схематично изображена решетка замкнутых классов се-
мейства Θ. Решетка представляет собой граф, вершинам которого со-
ответствуют замкнутые классы семейства Θ. Две вершины графа Q1

и Q2 соединены сплошным ребром, причем вершина Q1 расположена
ниже Q2, всякий раз, когда замкнутый класс Q1 является предпол-
ным в Q2. Две вершины графа Q1 и Q2 соединены пунктирным реб-
ром, причем вершина Q1 расположена ниже Q2, всякий раз, когда
Q1 ⊆ Q2 и существует бесконечная последовательность различных
замкнутых классов M1 ⊃ M2 ⊃ M3 ⊃ . . ., для которых выполнены
следующие условия:

1) Q2 ⊇M1;
2)
⋂
i>1Mi = Q1;

3) Mi+1 — предполный класс в Mi для любого i > 1.
Две вершины графа Q1 и Q2 соединены пунктирным ребром, по-

мещенным в пунктирный эллипс, причем вершина Q1 расположена
ниже Q2, всякий раз, когда существует континуум замкнутых клас-
сов Q, которые удовлетворяют условиям:

Q1 ⊆ Q ⊆ Q2.

Теорема 5. Замкнутые классы семейства Θ, которые содержат
E∞T∞F , определяют итеративные исчисления, замкнутые отно-
сительно операции modus ponens.

Как следствие из описания надрешетки замкнутого класса
E∞T∞F имеем.
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Рис. 1. Надрешётка ETFM .

Следствие. Множество разрешимых итеративных исчислений
имеет мощность континуума.
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