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В работе исследуются алгебры замкнутых термов, операции
которых задаются формулами первого порядка с единственным
предикатом равенства. Для таких алгебр показано, что в общем
случае проблема выводимости термов алгоритмически неразре-
шима. При рассмотрении частных случаев проблемы выводимо-
сти строится соответствие Галуа между операциями и конечны-
ми автоматами над термами. На его основе доказаны достаточ-
ные условия алгоритмической разрешимости частных случаев
проблемы выводимости термов и проблемы выразимости опе-
раций над термами.
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1. Основные понятия и результаты

Пусть F :=
{

f
(n1)
1 , . . . , f

(nk)
k

}

— конечное множество функцио-

нальных символов, в котором f
(ni)
i — это функциональный символ

fi арности ni. Будем предполагать, что имеется счётный универсум
переменных U = {u1, u2, . . .}. Определим понятие терма над мно-
жеством функциональных символов F и множеством переменных
X ⊆ U :

1) Если x ∈ X, то x — терм;

2) Если f (n) ∈ F и t1, . . . , tn — термы, то f(t1, . . . , tn) — терм.

Обозначим через TF (X) множество всех термов над множеством
функциональных символов F и множеством переменных X. Если
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X = ∅, то будем писать TF вместо TF (X). Чтобы множество TF было
непустым, далее будем предполагать, что F всегда содержит хотя бы
один функциональный символ арности 0. Элементы множества TF

будем называть замкнутыми термами.
Для того, чтобы определить операции над термами, воспользуем-

ся теорией первого порядка, в которой функциональными символами
являются символы из множества F , предикатным символом высту-
пает предикат =, а логическими символами и кванторами являются
символы из множества S := {∃,∧,¬}.

Пусть S′ — множество логических символов из S. Обозначим че-
рез Φ(S′) множество всех формул первого порядка, которые (помимо
переменных, функциональных символов, предиката = и скобок) со-
держат только логические символы и кванторы из S′. Если S′ = ∅,
то Φ(S′) состоит только из формул вида t = s, где t, s ∈ TF (U); если
S′ = {∃,∧}, то Φ(S′) — примитивно позитивные формулы [10]. По-
ложим Φ(n)(S′) — формулы из Φ(S′) с n свободными переменными,
ΦΠ := Φ({∃,∧}) и Φ := Φ({∃,∧,¬}).

Каждая формула A ∈ Φ(n) задаёт n-местный предикат ρA на мно-
жестве TF :

ρA(t1, . . . , tn) = 1 ⇌ TF |= A(t1, . . . , tn)

для любых t1, . . . , tn ∈ TF , где TF |= A(t1, . . . , tn) означает истинность
формулы A на наборе термов t1, . . . , tn в множестве термов TF , то есть
все замкнутые переменные пробегают элементы множества TF . Фор-
мулу A ∈ Φ(n+1) будем называть допустимой, если ρA(x1, . . . , xn, y)
является графиком [8] некоторой операции на TF , то есть соответ-
ствие ωA, заданное соотношением

ωA(t1, . . . , tn) = t ⇌ ρA(t1, . . . , tn, t) = 1

для любых t1, . . . , tn, t ∈ TF , является n-местной операцией на мно-
жестве TF . Обозначим множество всех таких n-местной операций на
множестве TF через

O
(n)
F

:= {ωA | A ∈ Φ(n+1), A — допустима},

O
(n)
F ,Π := {ωA | A ∈ Φ

(n+1)
Π , A — допустима}.

Положим OF := ∪n>0O
(n)
F

— множество всех операций на TF , OF ,Π :=

∪n>0O
(n)
F ,Π — множество примитивно позитивных операций на TF .
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Аргумент xi операции ω(x1, . . . , xn) будем называть существен-
ным, если найдутся такие термы t1, . . . , ti−1, t, s, ti+1, . . . , tn, что зна-
чения ω(t1, . . . , ti−1, t, ti+1, . . . , tn) и ω(t1, . . . , ti−1, s, ti+1, . . . , tn) либо
определены и не совпадают, либо одно значение определено, а другое
не определено. Далее будем рассматривать операции с точностью до
добавления и изъятия несущественных переменных. Когда не огово-
рено противное, будем предполагать, что операции из OF не имеют
несущественных переменных.

Пару 〈TF (U); Ω〉, где Ω ⊆ OF , будем называть алгеброй термов
с универсумом TF (U) и множеством операций Ω. Примерами таких
алгебр являются:

1) Алгебра F-слов [3] c универсумом TF и множеством операций
F . Каждая операция f : (t1, . . . , tn) 7→ f(t1, . . . , tn), f ∈ F (n),
задается формулой y = f(x1, . . . , xn).

2) Функции k-значной логики [9], для которых функциональны-
ми символами F являются константные символы из Ek =
{0, 1, . . . , k−1} и операциями OF выступают функции k-значной
логики Pk. Каждая функция f ∈ Pn

k задается формулой

∧

(σ1,...,σn)∈En
k

(

(

(x1 = σ1)∧ . . .∧(xn = σn)
)

→
(

y = f(σ1, . . . , σn)
)

)

,

в которой логическая связка → задаёт импликацию и выража-
ется через ∧ и ¬.

3) Классическое исчисление высказываний [7] с операцией modus

ponens, для которого множество тавтологий Th является под-
множеством T{∧,∨,¬,→}(U) и операция modus ponens задается
формулой (x1 → y) = x2.

4) Пропозициональные исчисления [12, 2], для которых множество
тавтологий Th является подмножеством TF (U), где F ⊆ P2, и
OF — это схемные операции вида

t1, . . . , tm

t0
,

где ti ∈ TF ({z1, . . . , zn}), i = 0, 1, . . . ,m. Каждая такая операция
задается формулой

∃z1, . . . , zn
(

(x1 = t1) ∧ . . . ∧ (xn = tn) ∧ (y = t0)
)

.
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В данной работе будут рассмотрены не произвольные алгебры
термов 〈TF (U); Ω〉, а лишь алгебры вида 〈TF ; Ω〉, которые будем на-
зывать алгебрами замкнутых термов.

Пусть L ⊆ TF некоторое множество термов, тогда будем гово-
рить, что терм t ∈ TF выводим из термов множества L с помощью
операций Ω, если t можно за конечное число шагов получить из L с
помощью операций Ω. Выводимость терма t из множества термов L

с помощью операций Ω будем обозначать через L ⊢Ω t. Множество
всех выводимых из L термов обозначим через

[L]Ω := {t ∈ TF | L ⊢Ω t}.

Нетрудно заметить, что [L]Ω является алгебраическим оператором
замыкания на множестве термов TF . По аналогии, для произвольного
L′ ⊆ TF будем говорить, что L′ выводимо из L с помощью операций
Ω, и писать L ⊢Ω L′, если L′ ⊆ [L]Ω.

Определим массовую проблему ВЫВОДИМОСТЬ:
Дано: Ω ⊆ OF , |Ω| <∞, L ⊆ TF , |L| <∞, t ∈ TF ;
Вопрос: L ⊢Ω t?

Теорема 1. Если F содержит функциональные символы арности 0

и 2, то найдутся такие конечные множества Ω ⊆ O
(1)
F ,Π и L ⊆ TF ,

что множество [L]Ω является неразрешимым.

Как следствие из теоремы 1 получаем, что в такой общей форму-
лировке проблема ВЫВОДИМОСТЬ алгоритмически неразрешима.

Следствие 1. Проблема ВЫВОДИМОСТЬ алгоритмически нераз-

решима.

Следует отметить, что алгоритмическая неразрешимость пробле-
мы ВЫВОДИМОСТЬ для алгебр термов со свободными переменны-
ми следует из неразрешимости классического исчисления высказы-
ваний [13, 6, 1]. Теорема 1 показывает, что это верно и для класса
алгебр замкнутых термов. В данной работе будут рассмотрены два
частных случая этой проблемы.

Для конечного множества операций Ω ⊆ OF определим массовую
проблему ВЫВОДИМОСТЬ(Ω):
Дано: L ⊆ TF , |L| <∞, t ∈ TF ;
Вопрос: L ⊢Ω t?
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Для конечного множества операций Ω ⊆ OF и конечного мно-
жества термов L ⊆ TF определим массовую проблему ВЫВОДИ-
МОСТЬ(Ω, L):

Дано: t ∈ TF ;
Вопрос: L ⊢Ω t?

Напомним, что множество операций Ω ⊆ OF называется клоном, если

1) Ω содержит все проекции e
(n)
i (i = 1, . . . , n, n ∈ N), определен-

ные равенством e
(n)
i (x1, . . . , xn) = xi;

2) для любых ω ∈ Ω(n), ω1, . . . , ωn ∈ Ω(m) (n,m ∈ N)
операция ω′ := ω(ω1, . . . , ωn) (суперпозиция операции ω

и операций ω1, . . . , ωn), определенная как ω′(t1, . . . , tm) =
ω(ω1(t1, . . ., tm), . . . , ωn(t1, . . ., tm)) на любом наборе (t1, . . . , tm)∈
Tm
F

, также принадлежит Ω.

Стоит отметить, что каждая проекция e
(n)
i (i = 1, . . . , n, n ∈ N)

принадлежит OF , поскольку задается формулой xi = y, и каждая
суперпозиция ω(ω1, . . . , ωn) также принадлежит OF , поскольку зада-
ется формулой

∃y1, . . ., yn
(

A1(x1, . . ., xm, y1)∧. . .∧An(x1, . . ., xm, yn)∧B(y1, . . ., yn, y)
)

,

где A1, . . . ,An,B — формулы, задающие операции ω1, . . . , ωn и ω, со-
ответственно.

Для Ω ⊆ OF обозначим через [Ω] наименьший клон в OF , со-
держащий Ω. Таким образом определенный оператор замыкания [·]
обладает следующим свойством.

Лемма 1. Если Ω ⊆ OF ,Π, то [Ω] ⊆ OF ,Π.

Для конечного множества операций Ω ⊆ OF определим массовую
проблему ВЫРАЗИМОСТЬ(Ω):

Дано: ω ∈ OF ;
Вопрос: ω ∈ [Ω]?

Лемма 2. Если Ω ⊆ OF ,Π и ВЫРАЗИМОСТЬ(Ω) алгоритмически

разрешима, то ВЫВОДИМОСТЬ(Ω) также алгоритмически разре-

шима.
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Определим понятие автомата над термам. Существует несколько
равносильных определений автомата над термами [4, 11]. Рассмотрим
одно из них, в котором (конечный) автомат над термами TF опре-
деляется как A := 〈F , Q, ϕ, QF 〉, где Q — (конечное) множество
состояний автомата, QF ⊆ Q — множество заключительных состо-
яний, ϕ — функция переходов, сопоставляющая каждому элементу
f (n) ∈ F функцию ϕf : Qn → Q. Множество всех конечных автома-
тов над термами TF обозначим через AF .

Отображение ϕ : F → PQ, где PQ — множество функ-
ций на Q, естественным образом расширяется до отображения

ϕ : TF ({x1, . . . , xn})→ P
(n)
Q (n ∈ N) по правилу

ϕf(t1 ,...,tm) = ϕf (ϕt1 , . . . , ϕtm)

для любых f ∈ F (m), t1, . . . , tm ∈ TF ({x1, . . . , xn}), m ∈ N ∪ {0}, и
ϕxi

(x1, . . . , xn) = xi, i = 1, . . . , n. Легко заметить, что для любого
t ∈ TF функция ϕt является константой из Q.

Будем говорить, что автомат A принимает терм t ∈ TF , если
ϕt ∈ QF . Таким образом, каждый автомат A ∈ AF определяет од-
номестный предикат ρA на множестве термов TF , заданный множе-
ством термов, принимаемых автоматом A.

Аналогично можно определить n-местные (n > 2) предикаты на
TF , заданными конечными автоматами. Для этого закодируем набо-
ры (t1, . . . , tn) ∈ T n

F
термами TF

′ над некоторым конечным множе-
ством функциональных символов F ′ [11]. Положим F ′ := (F ∪{⊥})n,
где ⊥ — это новый символ арности 0, не принадлежащий F . Арность

функционального символа f
(k1)
1 . . . f

(kn)
n есть max(k1, . . . , kn).

Определим по индукции понятие кода пары термов t, s ∈ TF .
Пусть t = f(t1, . . . , tp) и s = g(s1, . . . , sq); положим

[t, s] := fg([t1, s1], . . . , [tq, sq], [tq+1,⊥], . . . , [tp,⊥]),

если p > q, и

[t, s] := fg([t1, s1], . . . , [tp, sp], [⊥, sp+1], . . . , [⊥, sq]),

если p 6 q.
Для более общего случая кодом термов t1, . . . , tn ∈ TF , где ti =

fi(t
1
i , . . . , t

ki
i ), i = 1, . . . , n, будем называть терм

[t1, . . . , tn] := f1 . . . fn([t
1
1, . . . , t

1
n], . . . , [t

m
1 , . . . , tmn ]),
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где m — арность символа f1 . . . fn и t
j
i =⊥ для j > ki.

Каждый автомат A ∈ A(F∪{⊥})n определяет n-местный предикат
ρA(x1, . . . , xn) на множестве термов TF (n ∈ N), заданный условием

ρA(t1, . . . , tn) = 1 ⇌ A принимает терм [t1, . . . , tn]

для любых t1, . . . , tn ∈ TF . Обозначим множество всех таких n-мест-
ных предикатов на множестве TF через

R
(n)
F

:= {ρA | A ∈ A(F∪{⊥})n}.

Положим RF := ∪n>0R
(n)
F

— множество всех предикатов на TF .

Будем говорить, что операция ω ∈ O
(n)
F

сохраняет предикат ρ ∈

R
(m)
F

, если для любых t1, . . . , tn ∈ Tm
F

выполнено

t1, . . . , tn ∈ ρ⇒ ω(t1, . . . , tn) ∈ ρ,

где ti = (t1i , . . . , t
m
i ), i = 1, . . . , n, и ω(t1, . . . , tn) = (ω(t11, . . . , t

1
n), . . . ,

ω(tm1 , . . . , tmn )). По определению считаем, что пустой предикат сохра-
няет любая функция.

Лемма 3. Существует алгоритм, который по любой паре (ω, ρ) ∈
OF ×RF выдает ответ «да», если ω сохраняет ρ, и «нет» — иначе.

Отношение сохранения операцией предиката определяет соответ-
ствие Галуа между операциями OF и предикатами RF на множестве
термов TF . Соответствие Галуа задается парой отображений:

Inv : 2OF → 2RF , Ω 7→ {ρ ∈ RF | (∀ω ∈ Ω) ω сохраняет ρ},

Pol : 2RF → 2OF , Γ 7→ {ω ∈ OF | (∀ρ ∈ Γ) ω сохраняет ρ},

где 2M — множество всех подмножеств множества M .

Теорема 2. Если Ω ⊆ OF и [Ω] = Pol Inv Ω, то ВЫРАЗИМОСТЬ(Ω)
алгоритмически разрешима.

Как следствие из теоремы 2 и леммы 2 имеем.

Следствие 2. Если Ω ⊆ OF ,Π и [Ω] = Pol Inv Ω, то ВЫВОДИ-

МОСТЬ(Ω) алгоритмически разрешима.
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Данное утверждение можно усилить, если воспользоваться поня-
тием локального замыкания множества операций [15, 16]. Локальным
замыканием множества операций Ω ⊆ OF будем называть множество

Loc Ω := {ω ∈ O
(n)
F
| ∀L ⊆ T

(n)
F

, |L| <∞,

∃ω′ ∈ Ω(n) : ω|L = ω′
∣

∣

L
; n ∈ N}.

Это множество всех n-арных операций (n ∈ N) таких, что для лю-

бого конечного множества термов L ⊆ T
(n)
F

найдется операция из Ω,
совпадающая с ω на L.

Теорема 3. Если Ω ⊆ OF ,Π и Loc [Ω] = Pol InvΩ, то ВЫВОДИ-

МОСТЬ(Ω) алгоритмически разрешима.

Для произвольного множества термов L ⊆ TF обозначим через

R
(1)
F

(L) := {ρ ∈ R
(1)
F
| L ⊆ ρ} — множество одноместных предика-

тов, содержащих L. Множество термов L ⊆ TF назовем автоматно-
отделимым, если

L =
⋂

ρ∈R
(1)
F

(L)

ρ.

Теорема 4. Если Ω ⊆ OF , L ⊆ TF и [L]Ω автоматно-отделимо, то

проблема ВЫВОДИМОСТЬ(Ω, L) алгоритмически разрешима.

Следует отметить, что понятие автоматной отделимости явля-
ется обобщением конечной интерпретации [5], которое принято на-
зывать также финитной регулярной истинностной матрицей [6] или
оценкой [7]. Из теоремы 4, в частности, следует известный результат
для классического исчисления высказываний, что каждое конечно-
аппроксимируемое исчисления разрешимо [6].

2. Доказательство утверждений

2.1. Доказательство теоремы 1

Без ограничения общности будем считать, что F состоит толь-
ко из функциональных символов 1(0), ·(2), где 1 — функциональный
символ арности 0, а · — функциональный символ арности 2. При этом
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терм ·(x1, x2) будем обозначать через (x1 · x2) или просто через x1x2.
Расстановку скобок в терме

(x1 · (x2 · . . . · (xn−1 · xn)))

будем называть стандартной. Далее будем опускать некоторые скоб-
ки, считая, что терм x1·. . .·xn имеет стандартную расстановку скобок.

Для доказательства неразрешимости множества термов восполь-
зуемся понятием нормальной системы Поста [17]. Для этого рассмот-
рим частный случай таких систем — однородные системы продукций
Поста или «Тэг» системы.

Однородные системы продукций Поста

Однородная система продукции Поста — это тройка Σ = 〈A,V, l〉,
где A = {a1, . . . , an} — конечный алфавит; V — множество пар вида
(α, β), где α, β ∈ A+ и |α| = l, A+ — множество непустых слов в
алфавите A; l > 1 — натуральное число. Будем предполагать, что
для любых (α, β), (α′, β′) ∈ V слова α и α′ различны.

Будем говорить, что система Σ применима к слову ξ, если суще-
ствует пара (α, β) ∈ V , для которой слово α является началом слова
ξ, то есть ξ = αγ, в противном случае — не применима. Результатом
применения Σ к слову ξ = αγ, где (α, β) ∈ V , будем называть слово

γβ. Факт применимости Σ будем обозначать через αγ
Σ
−→ γβ.

Будем называть слово β ∈ A+ Σ-продукцией слова α ∈ A+ и

писать α
Σ

=⇒ β, если существует конечная последовательность слов

γ1, . . . , γs ∈ A∗ такая, что γ1 = α, γs = β и γi
Σ
−→ γi+1, i =

1, . . . , s− 1. Также будем предполагать, что α
Σ

=⇒ α. Множество всех
Σ-продукций слова α обозначим через [α]Σ.

Теорема 5 (Минский М. Л. [14]). Существует однородная си-

стема продукций Поста Σ и такое слово η, для которых множество

продукций [η]Σ неразрешимо.

Кодирование слов термами

Определим своего рода кодирование, сопоставив каждой букве ai
алфавита A некоторый терм ai ∈ T

{1, ·}
однозначным образом. Поло-

жим t0 := x1 и tk := tk−1 · t
′

k−1 при k > 1, где
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t′k := tk{x1 ← x2k+1, . . . , x2k ← x2k+1},

где t{x1 ← s1, . . . , xn ← sn} означает подстановку в терме t вместо пе-
ременных x1, . . . , xn термов s1, . . . , sn. Таким образом, терм tk (k > 0)
представляет собой полное дерево высоты k, листьям которого при-
писаны различные переменные x1, . . . , x2k .

Кодом буквы ai ∈ A будем считать терм

ai := t
⌈log2 n⌉

{x1 ← 1, . . . , xi ← 11, . . . , x2⌈log2 n⌉ ← 1}, i = 1, . . . , n.

Несложно убедиться, что для любых a, b ∈ A код a не является под-
термом кода b.

Далее, произвольному непустому слову α = ai1 . . . ail над алфави-
том A сопоставим класс всех термов вида ai1 · . . . ·ail , с произвольной
расстановкой скобок между элементами ai1 , . . . , ail . Произвольного
представителя этого класса обозначим через α, которого будем назы-
вать кодом слова α. Таким образом, каждый представитель одного
класса кодирует одно и тоже слово. Также положим

−→α := (ai1 · ( . . . · (ail−1
· ail))),

←−α := (((ai1 · ai2) · . . . ) · ail),
−→αx := (ai1 · ( . . . · (ail · x))).

Построением множеств Ω и L

Пусть Σ = 〈A,V, l〉 — однородная система продукций Поста и η ∈

A∗ — непустое слово. Положим Lη := {−→η } и ΩΣ — это множество
операций

ω1
α(x) = y ⇌ ∃z

(

x = −→αz ∧ y = z ·
−→
β
)

, (α, β) ∈ V,

ω2
α(x) = y ⇌ x = −→α ∧ y =

−→
β , (α, β) ∈ V,

ω3
a(x) = y ⇌ ∃u, v, z

(

x=((u · (a · v)) · z) ∧ y=(((u · a) · v) · z)
)

, a∈A,

ω4
a(x) = y ⇌ ∃u, v

(

x = ((u · a) · v) ∧ y = (u · (a · v))
)

, a ∈ A.

Свойства алгебры (T
{1,·},ΩΣ)

Лемма 4. Если ξ, β, ζ ∈ A+, то (
←−
ξ ·
−→
β ) ·
−→
ζ ⊢ΩΣ

←−
ξβ ·
−→
ζ .
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Доказательство. Доказывать будем индукцией по длине слова β.

Если |β| = 1, то терм (
←−
ξ ·
−→
β ) ·
−→
ζ совпадает с

←−
ξβ ·
−→
ζ . Пусть теперь

β = aδ, где |δ| > 1; с помощью операции ω3
a из терма (

←−
ξ ·
−→
β ) ·

−→
ζ

выводим терм (
←−
ξa ·
−→
δ ) ·
−→
ζ . По индуктивному предположению (

←−
ξa ·

−→
δ ) ·
−→
ζ ⊢ΩΣ

←−
ξβ ·
−→
ζ . Лемма доказана.

Следствие 3. Если β, ζ ∈ A+, то
−→
β ·
−→
ζ ⊢ΩΣ

←−
β ·
−→
ζ .

Лемма 5. Если β, ζ ∈ A+, то
←−
β ·
−→
ζ ⊢ΩΣ

−→
βζ.

Доказательство. Доказывать будем индукцией по длине слова β.

Если |β| = 1, то терм
←−
β ·
−→
ζ совпадает с

−→
βζ. Пусть β = δa, где |δ| > 1;

с помощью операции ω4
a из терма

←−
β ·
−→
ζ выводим терм

←−
δ ·
−→
aζ. По

индуктивному предположению
←−
δ ·
−→
aζ ⊢ΩΣ

−→
βζ. Лемма доказана.

Следствие 4. Если β, ζ ∈ A+, то
−→
β ·
−→
ζ ⊢ΩΣ

−→
βζ.

Лемма 6. Если ξ
Σ
−→ ζ, то

−→
ξ ⊢ΩΣ

−→
ζ .

Доказательство. Поскольку Σ применима к ξ, то ξ = αγ, |α| = l, и
найдется такое β ∈ A+, что (α, β) ∈ V . Если γ — пустое, то ζ = β и с

помощью операции ω2
α из терма

−→
ξ выводим терм

−→
ζ . Если же |γ| > 0,

то ζ = γβ и выводима цепочка:

−→αγ ⊢ΩΣ

−→γ ·
−→
β ⊢ΩΣ

−→
γβ

где первый вывод есть применение операции ω1
α, а второй — приме-

нение следствия 4. Лемма доказана.

Следствие 5. Если ξ
Σ
⇒ ζ, то

−→
ξ ⊢ΩΣ

−→
ζ .

Лемма 7. Если ξ ⊢ΩΣ
ζ, то ξ

Σ
⇒ ζ.

Доказательство. Для L ⊆ T
{1,·} обозначим через 〈L〉 множество,

содержащее L и все термы, получающие из L однократным примене-
нием операций ΩΣ. Положим L0 = {ξ}, Lk+1 = 〈Lk〉, k > 0. Так как
ξ ⊢ΩΣ

ζ, то найдется k > 0, для которого ζ ∈ Lk и ζ 6∈ Lk′ при k′ < k.

Докажем лемму индукцией по k. Если k = 0, то ζ = ξ и ξ
Σ
⇒ ζ.

Пусть утверждение леммы верно для всех k′ < k, докажем его для k.
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Если ζ = ω1
α(t) для некоторого t ∈ Lk−1, то найдется пара (α, β) ∈

V , для которой t = −→αγ и ζ = −→γ ·
−→
β . Значит ζ = γβ и αγ

Σ
−→ ζ. По

индуктивному предположению ξ
Σ
⇒ αγ, следовательно, ξ

Σ
⇒ ζ.

Если ζ = ω2
α(t) для некоторого t ∈ Lk−1, то найдется пара (α, β) ∈

V , для которой t = −→α и ζ =
−→
β . По индуктивному предположению

ξ
Σ
⇒ α, следовательно, ξ

Σ
⇒ ζ.

Если ζ = ω3
α(t) для некоторого t ∈ Lk−1, то ζ = ((t1 · a) · t2) ·

t3, a ∈ A, t1, t2, t3 ∈ T
{1,·}. По выбору способа кодирования термы

t1 · a, (t1 · a) · t2, ((t1 · a) · t2) · t3 и подтермы в a не могут быть кодами
букв алфавита A, поэтому термы t1, t2, t3 являются кодами подслов
ζ1, ζ2, ζ3 слова ζ, то есть ζ представимо в виде ζ1aζ2ζ3. Значит, терм
t = (t1 · (a · t2)) · t3 также является кодом слова ζ и по индуктивному

предположению ξ
Σ
⇒ ζ.

Если ζ = ω4
α(t) для некоторого t ∈ Lk−1, то ζ = t1 · (a · t2), a ∈

A, t1, t2 ∈ T{1,·}. Аналогичными рассуждениями можно показать, что
термы t1, t2 являются кодами подслов ζ1, ζ2 слова ζ = ζ1aζ2. Значит,
терм t = (t1 · a) · t2 также является кодом слова ζ и по индуктивному

предположению ξ
Σ
⇒ ζ.

Лемма доказана.

Доказательство теоремы 1

По следствию 5 код любой продукции из [η]Σ выводим из мно-
жества Lη с помощью операций ΩΣ. По лемме 7 любой код слова
из [Lη]ΩΣ

является кодом продукции из [η]Σ. Поэтому, если бы мно-
жество термов [Lη]ΩΣ

было разрешимо, то разрешимым было бы и
множество продукций [η]Σ. По теореме 5 существует такие Σ и η,
для которых множество продукций [η]Σ неразрешимо. Следователь-
но, множество термов [Lη]ΩΣ

также неразрешимо. Теорема доказана.

2.2. Доказательство леммы 1

Поскольку каждая проекция e
(n)
i (i = 1, . . . , n, n ∈ N) принадле-

жит OF ,Π, то достаточно показать, что для любых операций ω ∈ O
(n)
F ,Π

и ω1, . . . , ωn ∈ O
(m)
F ,Π (n,m ∈ N) их суперпозиция ω(ω1, . . . , ωn) также

принадлежит OF ,Π.
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В самом деле, если операции ω1, . . . , ωn, ω задаются допустимы-
ми формулами A1, . . . ,An,B ∈ ΦΠ, соответственно, то суперпозиция
ω(ω1, . . . , ωn) задается формулой

C := ∃y1, . . . , yn
(

A1(x1, . . . , xm, y1) ∧ . . .

. . . ∧ An(x1, . . . , xm, yn) ∧B(y1, . . . , yn, y)
)

.

Поскольку формулы A1, . . . ,An,B не содержат символа ¬, то и C не
содержит этого символа. Следовательно, C ∈ ΦΠ. Лемма 1 доказана.

2.3. Доказательство леммы 2

Примитивно позитивные формулы вида

∃z1, . . . , zm (xi1 = t1 ∧ . . . xik = tk) ,

где tj ∈ TF ({x1, . . . , xn, z1, . . . , zm} \ {xi1 , . . . , xik}), 16 j6 k 16 k6n,
будем называть формулами стандартного вида.

Лемма 8. Любую примитивно позитивную формулу можно приве-

сти к стандартному виду.

Доказательство. Пусть A ∈ Φ
(n)
Π — примитивно позитивная форму-

ла со свободными переменными x1, . . . , xn. Поскольку A не содержит
отрицаний, то эквивалентными преобразованиями можно сместить
все кванторы существования в левый край формулы и тем самым
получить формулу вида

∃z1, . . . , zm (t1 = s1 ∧ . . . tk = sk)

для некоторого k>1, где ti, si ∈ TF ({x1, . . . , xn, z1, . . . , zm}), 16 i6k.
По лемме об унифицирующей подстановке [5] существует такая

подстановка

σ : {x1, . . . , xn, z1, . . . , zm} → T (F , {x1, . . . , xn, z1, . . . , zm}),

что tiσ ≡ siσ для каждого i = 1, . . . , k и любая подстановка σ′ с тем
же свойством разлагается в произведение σ′ = σσ′′, для некоторой
подстановки σ′′. Без ограничения общности будем считать, что

σ = {x1 ← t1, . . . , xp ← tp, z1 ← s1, . . . , zq ← sq},
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где ti, sj ∈ T (F , {xp+1, . . . , xn, zq+1, . . . , zm}), i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , q.

Несложно убедиться, что формула A эквивалентна формуле

∃z1, . . . , zm (x1 = t1 ∧ . . . ∧ xp = tp) ,

которая имеет стандартный вид. Лемма доказана.

На множестве наборов термов T n
F (U), длины n (n > 1) опреде-

лим отношением частичного порядка 6. Для двух наборов (t1, . . . , tn),
(s1, . . . , sn) ∈ T n

F (U) положим (t1, . . . , tn) 6 (s1, . . . , sn) всякий раз,
когда найдется такая подстановка σ : U → T n

F (U), что термы σti и si
совпадают для каждого i = 1, . . . , n.

Каждая примитивно позитивная формула стандартного вида

∃z1, . . . , zm (x1 = t1 ∧ . . . ∧ xk = tk)

определяет n-местный предикат ρt на множестве термов TF, заданный
условием

ρt(s1, . . . , sn) = 1 ⇋ t 6 (s1, . . . , sn),

где t = (t1, . . . , tk, xk+1, . . . , xn) ∈ T n
F ({xk+1, . . . , xn, z1, . . . , zm}). И, на-

оборот, каждый набор (t1, . . . , tn) ∈ T n
F ({x1, . . . , xn, z1, . . . , zm}) опре-

деляет примитивно позитивную формулу вида

∃z1, . . . , zm (x1 = t1 ∧ . . . ∧ xn = tn) .

Лемма 9. Если L ⊆ TF , |L| <∞ и t ∈ TF , то |ΩΠ(L, t)| <∞.

Доказательство. Рассмотрим произвольную операцию ω ∈ ΩΠ(L, t)

и пусть она задается формулой A ∈ Φ
(n+1)
Π со свободными перемен-

ными x1, . . . , xn, y. По лемме 8 можно считать, что формула A имеет
стандартный вид и определяет предикат ρs, где s ∈ T n+1

F
(U), i =

1, . . . , k. Так как ω ∈ ΩΠ(L, t), то найдутся такие термы t1, . . . , tn ∈ L,
что ω(t1, . . . , tn) = t. Поэтому s 6 (t1, . . . , tn, t).

Таким образом, каждая операция ω ∈ ΩΠ(L, t) задается набо-
ром термов s, для которого найдутся такие t1, . . . , tn ∈ L, что
s 6 (t1, . . . , tn, t). Поскольку наборов s ∈ T n+1

F
(U), удовлетворяющих

условию s 6 (t1, . . . , tn, t), конечное число (с точностью до переиме-
нования переменных), то операций из ΩΠ(L, t) также конечное число.
Лемма доказана.
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Доказательство леммы 2

Пусть Ω ⊆ OF ,Π — конечное множество примитивно-позитивных
операций. Покажем, что для любого конечного множества термов
L ⊆ TF и терма t ∈ TF выполнено включение t ∈ [L]Ω тогда и только
тогда, когда ΩΠ(L, t) ∩ [Ω] 6= ∅.

Если t ∈ [L]Ω, то для некоторой операции ω ∈ [Ω]∩O
(n)
F

найдутся
такие термы t1, . . . , tn ∈ L, что ω(t1, . . . , tn) = t. Поэтому ω ∈ ΩΠ(L, t).

Если ω ∈ ΩΠ(L, t)∩[Ω], то по определению ΩΠ(L, t) найдутся такие
термы t1, . . . , tn ∈ L, что ω(t1, . . . , tn) = t. Так как ω ∈ [Ω], то t ∈ [L]Ω.

Предположим, что проблема ВЫРАЗИМОСТЬ(Ω) алгорит-
мически разрешима. Опишем алгоритм, решающий проблему
ВЫВОДИМОСТЬ(Ω). Получая на вход конечное множестве тер-
мов L и терм t, он последовательно пробегает множество операций
ΩΠ(L, t), которое конечно по лемме 9. Если очередная операция ω

принадлежит [Ω], то выдается ответ «да», терм t ∈ [L]Ω, иначе выда-
ется ответ «нет», терм t 6∈ [L]Ω. Лемма 2 доказана.

2.4. Доказательство леммы 3

Рассмотрим автомат A = 〈F , Q, ϕ,QF 〉 ∈ A(F∪⊥)m , m > 1.
Будем говорить, что предикат ρ ⊆ Qn представляет формулу
A ∈ Φ(n) посредством автомата A, если для любых q1, . . . , qn ∈ Q

ρ(q1, . . . , qn) = 1 тогда и только тогда, когда найдутся такие на-
боры термов (t11, . . . , t

m
1 ), . . . , (t1n, . . . , t

m
n ) ∈ Tm

F
, что ϕ[t1

i
...tm

i
] = qi,

i = 1, . . . , n, и ρA(t
j
1, . . . , t

j
n) = 1, j = 1, . . . ,m.

Лемма 10. Для любого автомата A ∈ A(F∪⊥)m , m > 1, и формулы

A ∈ Φ существует предикат ρ, представляющий формулу A посред-

ством автомата A.

Доказательство. Пусть A = 〈F , Q, ϕ, QF 〉. Доказывать будем
индукцией по глубине формулы A.

Если A — это формула вида t = s, где t, s ∈ T (F , {x1, . . . , xn}),
то по лемме об унифицирующей подстановке [5] существует такая
подстановка

σ : {x1, . . . , xn} → T (F , {x1, . . . , xn}),

что tσ ≡ sσ. Без ограничения общности будем считать, что
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σ = {x1 ← s1, . . . , xk ← sk},

где si ∈ T (F , {xk+1, . . . , xn}), i = 1, . . . , k. Возьмем в качестве ρ пре-
дикат

x1 = ϕ[s1...s1](xk+1, . . . , xn) ∧ . . . ∧ xk = ϕ[sk...sk](xk+1, . . . , xn).

Покажем, что ρ представляет A посредством A.
Если для некоторых q1, . . . , qn ∈ Q выполнено ρ(q1, . . . , qn) = 1,

то qi = ϕ[si...si](qk+1, . . . , qn), i = 1, . . . , k. Можно считать, что в
A все состояния достижимы [11], поэтому существуют такие тер-
мы [t1k+1 . . . t

m
k+1], . . . , [t

1
n . . . t

m
n ] ∈ T(F∪⊥)m , что ϕ[t1

i
...tm

i
] = qi, i =

k + 1, . . . , n. Положим σj = {xk+1 ← t
j
k+1, . . . , xn ← t

j
n} и t

j
i = siσj,

i = 1, . . . , k, j = 1, . . . ,m. Для любого i = 1, . . . , k имеем

ϕ[t1
i
...tm

i
]=ϕ[si...si](ϕ[t1

k+1...t
m
k+1]

, . . . , ϕ[t1n...t
m
n ])=ϕ[si...si](qk+1, . . . , qn)=qi.

Так как tσ ≡ sσ, то

t{x1 ← t
j
1, . . . , xn ← tjn} ≡ s{x1 ← t

j
1, . . . , xn ← tjn}, j = 1, . . . ,m.

(1)
Следовательно, ρA(t

j
1, . . . , t

j
n) = 1 для любого j = 1, . . . ,m.

Если же для некоторых q1, . . . , qn ∈ Q нашлись такие наборы тер-
мов (t11, . . . , t

m
1 ), . . . , (t1n, . . . , t

m
n ) ∈ Tm

F
, что ϕ[t1

i
...tm

i
] = qi, i = 1, . . . , n,

и ρA(t
j
1, . . . , t

j
n) = 1, j = 1, . . . ,m, то выполнено (1). Поэтому для

любого j = 1, . . . ,m подстановка

σ̃j = {x1 ← t
j
1, . . . , xn ← tjn}

является решением уравнения t = s. По лемме об унифицирующей
подстановке для каждого j = 1, . . . ,m существует такая подстановка
σ′

j , что σ̃j = σσ′

j , причем,

xiσ̃j =

{

siσ
′

j , i = 1, . . . , k,

xiσ
′

j , i = k + 1, . . . , n.

Для любого i = 1, . . . , k имеем

qi = ϕ[t1
i
,...,tm

i
] = ϕ[siσ′

1...siσ
′

m] =

= ϕ[si...si](ϕ[t1
k+1,...,t

m
k+1]

, . . . , ϕ[t1n,...,t
m
n ]) = ϕ[si...si](qk+1, . . . , qn).
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Следовательно, ρ(q1, . . . , qn) = 1.
Пусть A — это формула вида B ∧ C, либо ¬B, либо ∃xB(x). По

предположению индукции существуют предикаты ρ1 и ρ2, представ-
ляющие посредством автомата A формулы B и C соответственно.
Несложно убедиться, что предикаты ρ1 ∧ ρ2, ρ1 и ∃xρ1(x) представ-
ляют посредством автомата A формулы B ∧ C, ¬B и ∃xB(x) соот-
ветственно. Лемма доказана.

Доказательство леммы 3

Рассмотрим произвольную пару (ω, ρ) ∈ OF ×RF . Пусть ω ∈ O
(n)
F

и ρ ∈ R
(m)
F

. По определению найдется такая допустимая формула
A ∈ Φ(n+1) и такой автомат A = 〈F , Q, ϕ, QF 〉 ∈ A(F∪⊥)m , что
ω = ωA и ρ = ρA. По лемме 10 существует (n + 1)-местный предикат
ρ′, представляющий формулу A посредством автомата A. Положим

ρ̃(y) := ∃x1, . . . , xn ∈ QF

(

ρ′(x1, . . . , xn, y)
)

.

Если ρ̃ ⊆ QF , то для любых (t11, . . . , t
m
1 ), . . . , (t1n, . . . , t

m
n ) ∈ Tm

F
, если

ϕ[t1
i
...tm

i
] ∈ QF , i = 1, . . . , n, то

ϕ[ω(t11,...,t
1
n)...ω(t

m
1 ,...,tmn )] ∈ QF .

Следовательно, ω сохраняет ρ.
Пусть нашлось такое q0 6∈ QF , что ρ̃(q0) = 1. По определению пре-

диката ρ̃ найдутся такие q1, . . . , qn ∈ QF , что ρ′(q1, . . . , qn, q0) = 1. По-
скольку ρ′ представляет формулу A посредством автомата A, то най-
дутся такие наборы термов (t10, . . . , t

m
0 ), (t11, . . . , t

m
1 ), . . . , (t1n, . . . , t

m
n ) ∈

Tm
F

, что ϕ[t1
i
...tm

i
] = qi, i = 0, 1, . . . , n, и ρA(t

j
1, . . . , t

j
n, t

j
0) = 1, j =

1, . . . ,m. Отсюда, ω(tj1, . . . , t
j
n) = t

j
0 для каждого j = 1, . . . ,m. Так

как ϕ[t1
i
...tm

i
] ∈ QF , i = 1, . . . , n, и ϕ[t10...t

m
0 ] 6∈ QF , то ω не сохраняет ρ.

Таким образом, операция ω сохраняет предикат ρ тогда и только
тогда, когда ρ̃ ⊆ QF . Поскольку множества ρ̃ и QF конечны, то пере-
борный алгоритм сможет за конечное число шагов дать ответ «да»,
если ω сохраняет ρ, и «нет» — иначе. Лемма 3 доказана.

2.5. Доказательство теоремы 2

Пусть Ω ⊆ OF — конечное множество операций. Опишем алго-
ритм, решающий проблему ВЫРАЗИМОСТЬ(Ω). Получая на вход
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операцию ω, он последовательно пробегает перечислимые множества
операций [Ω] и предикатов RF . Если на i-ом шаге алгоритм остано-
вился на паре (ωi, ρi), то проверяются условия:

1) Если ω = ωi, то выдается ответ «да», операция ω ∈ [Ω];

2) Если все операции из Ω сохраняют ρi, а операция ω не сохраняет
ρi, то выдается ответ «нет», операция ω 6∈ [Ω].

Согласно лемме 3 существует алгоритм, который по любой паре
(ω, ρ) ∈ OF × RF проверяет, сохраняет ли операция ω предикат ρ.
Поскольку [Ω] = Pol Inv Ω, то для любого предиката ρ ∈ RF , кото-
рый сохраняют все операции из Ω, условие ω 6∈ [Ω] равносильно тому,
что ω не сохраняет ρ. Поэтому описанный процесс проверки принад-
лежности ω ∈ [Ω] остановится за конечное число шагов. Теорема 2
доказана.

2.6. Доказательство теоремы 3

Пусть Ω ⊆ OF ,Π — конечное множество примитивно-позитив-
ных операций. Опишем алгоритм, решающий проблему ВЫВОДИ-
МОСТЬ(Ω). Получая на вход конечное множество термов L и терм
t, он последовательно пробегает перечислимые множества операций
Loc [Ω] и предикатов RF . Если на i-ом шаге алгоритм остановился
на паре (ωi, ρi), то проверяются условия:

1) Если ωi ∈ ΩΠ(L, t), то выдается ответ «да», терм t ∈ [L]Ω;

2) Если все операции из Ω сохраняют ρi, а все операции из ΩΠ(L, t)
не сохраняют ρi, то выдается ответ «нет», терм t 6∈ [L]Ω.

Покажем, что условие ΩΠ(L, t)∩Loc [Ω] 6= ∅ влечет за собой вклю-
чение t ∈ [L]Ω. В самом деле, если ω ∈ ΩΠ(L, t)∩Loc [Ω], то существует
операция ω′ ∈ [Ω], которая совпадает с ω на множестве L. Значит най-
дутся такие термы t1, . . . , tn ∈ L, что ω(t1, . . . , tn) = t. Следовательно,
t ∈ [L]Ω.

По условию теоремы Loc [Ω] = Pol Inv Ω. Покажем, что для лю-
бого предиката ρ ∈ RF , который сохраняют все операции из Ω, если
все операции из ΩΠ(L, t) не сохраняют ρ, то t 6∈ [L]Ω. Предположим
противное, что все операции из ΩΠ(L, t) не сохраняют ρ, но t ∈ [L]Ω.

Если t ∈ [L]Ω, то для некоторой операции ω ∈ [Ω] ∩ O
(n)
F

найдутся
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такие термы t1, . . . , tn ∈ L, что ω(t1, . . . , tn) = t. Поэтому ω ∈ ΩΠ(L, t)
и ω сохраняет ρ, что противоречит предположению.

Из леммы 9 следует, что для любого конечного множества термов
L и терма t множество операций ΩΠ(L, t) конечно. Согласно лемме 3
существует алгоритм, который по любой паре (ω, ρ) ∈ OF × RF про-
веряет, сохраняет ли операция ω предикат ρ. Так как множество Ω
конечно, то описанный процесс проверки принадлежности t ∈ [L]Ω
остановится за конечное число шагов. Теорема 3 доказана.

2.7. Доказательство теоремы 4

Пусть Ω ⊆ OF — конечное множество операций и L ⊆ TF — ко-
нечное множество термов из условия теоремы. Последовательность
термов

t1, t2, . . . , ti1 , . . . , tin , . . . , tj, . . .

будем называть выводом в L, если для любого j > 0 терм tj либо
принадлежит L, либо существует такая операция ω ∈ Ω, что tj =
ω(ti1 , . . . , tin) для некоторых индексов i1, . . . , in меньших j. Ясно, что
максимальный вывод в L содержит все термы из [L]Ω.

Опишем алгоритм, решающий проблему ВЫВОДИМОСТЬ(Ω, L).
Получая на вход терм t, он последовательно пробегает множество од-

номестных предикатов R
(1)
F

и максимальный вывод в L. Если на i-ом
шаге алгоритм остановился на паре (ρi, ti), то проверяются условия:

1) Если t = ti, то выдается ответ «да», терм t ∈ [L]Ω;

2) Если L ⊆ ρi и все операции ω ∈ Ω сохраняют предикат ρi, но
ρi(t) = 0, то выдается ответ «нет», терм t 6∈ [L]Ω.

Согласно лемме 3 существует алгоритм, который по любой паре
(ω, ρ) ∈ OF × RF проверяет, сохраняет ли операция ω предикат ρ.
Так как множества Ω и L конечны, то описанный процесс проверки
принадлежности t ∈ [L]Ω сойдется.

Поскольку для любого ρ ∈ R
(1)
F

условие [L]Ω ⊆ ρ равносильно
тому, что L ⊆ ρ и каждая операция ω ∈ Ω сохраняет ρ, то описан-
ный алгоритм решает проблему ВЫВОДИМОСТЬ(Ω, L). Теорема 4
доказана.
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