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По заданному натуральному числу N в базисе из линейных
функций, логарифма, экспоненты, функции сигнум и функции
извлечения кадратного корня строится схема проверки аффин-
ной эквивалентности двух плоских N -точечных изображений.
Нелинейная глубина схем не зависит от N . Таким образом, вре-
мя обработки изображений полученными схемами не зависит от
размера задачи.
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1. Введение

Часто решению задач распознавания предшествует выделение

особых точек изображения [1] . Мы не рассматриваем вопрос выделе-

ния особых точек, считая их заданными на данном плоском изобра-

жении своими координатами. Два плоских изображения будем назы-

вать аффинно эквивалентными, если одно из них может быть полу-

чено из другого невырожденным аффинным преобразованием. Ин-

варианты аффинных преобразований конечных множеств точек рас-

сматриваются в работе [2].

Через V обозначим следующее множество функций, аргументы

которых в общем случае принимают комплексные значения:

V = {a0 + a1 · x1 + · · ·+ an · xn, ln(x), e
x,
√
x, sign(x)}, n ∈ N.

Пусть P — множество всех функций, которые могут быть полу-

чены из элементов множества V с использованием операций супер-
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позиции. Вопросы, связанные с реализацией функций в базисах из

некоторых непрерывных функций рассматривались в работах [3], [4].

В настоящей работе по числу N , N ∈ N, в базисе V строится функ-

ция, позволяющая по двум N -точечным плоским изображениям опре-

делять их аффинную эквивалентность. Таким образом, результаты

работы могут быть исспользованы для решения задачи отслежива-

ния динамики особых точек изображений при видеосъемке. Подобная

задача изучалась в [5]. В упомянутой выпускной работе описывается

метод кластеризации особых точек по некоторым спектральным ха-

рактеристикам и предлагается алгоритм их отслеживания в предпо-

ложении малых изменений в положении классов на соседних кадрах.

В настоящей работе описывается иной метод слежения, использую-

щий геометрические инварианты множеств особых точек.

2. Постановка задачи

Пусть даны два изображения (кадра) одного объекта, с выделен-

ными на них множествами особых точек — M,M ′. Будем считать что

оба множества состоят из N точек. Так же будем считать, что коор-

динаты особых точек представлены парами действительных чисел, и

существует единственное невырожденное аффинное преобразование

плоскости, переводящее одно множество особых точек в другое.

Особые точки, отмеченные на обоих множествах, можно записать

в виде двух вспомогательных матриц:

X =

(
x1 x2 · · · xN
y1 y2 · · · yN

)

и

X ′ =

(
x′
1

x′
2

· · · x′
N

y′
1

y′
2

· · · y′
N

)
,

где пара координат (xi, yi) задаёт i-ую точку из M , i ∈ [1, N ], а пара

(x′
j
, y′

j
) является координатами j-ой точки из M ′, j ∈ [1, N ], причем

пары (xi, yi) и (x′
i
, y′

i
) не обязательно соответствуют одной и той же

особой точке изображённого объекта.

В настоящей работе из элементов базиса V по заданным матри-

цам X и X ′ строится схема, определяющая аффинную эквивалент-
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ность двух изображений и вычисляет матрицу F =

(
f11 f12
f21 f22

)
аф-

финного преобразования и вектора смещения ~b =

(
b1
b2

)
, таких, что

F ·X+~b = X ′′, где X ′′ это матрица размерности 2×N , которая может

быть получена из X ′ путем перестановки столбцов. Кроме того, схема

определяет эту перестановку, то есть находит взаимно-однозначное

соответствие точек обоих множеств.

Введем дополнительные обозначения. Центром тяжести множе-

ства M будем называть величину E(X) = 1

N
·
∑

N

i=1

(
xi
yi

)
. Центр тя-

жести множества M ′ определяется аналогично и обозначается через

E(X ′).
Матрицей разброса для множества M назовем матрицу

C(M) =

N∑

i=1

(

(
xi
yi

)
− E(X)) · (

(
xi
yi

)
− E(X))T .

Аналогично определяется матрица C(M ′):

C(M ′) =
N∑

i=1

(

(
x′
i

y′
i

)
− E(X ′)) · (

(
x′
i

y′
i

)
− E(X ′))T .

Очевидно, что матрицы C(M) и C(M ′) имеют размерность 2×2 и яв-

ляются симметричными матрицами. Множество M называется невы-

рожденным, если матрица C(M) имеет ранг 2.

3. Вспомогательные утверждения

Нам понадобятся следующие утверждения, которые мы приводим

без доказательств.

Лемма 1. Пусть E(M) = ~0, и матрица C(M) имеет одно соб-

ственное значение λ кратности 2. Если множество M ′ получается

из M поворотом относительно начала координат, либо отражени-

ем относительно некоторой оси, проходящей через начало коорди-

нат, то

C(M) = C(M ′) =

(
λ 0

0 λ

)
.
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Лемма 2. Пусть для аффинно эквивалентных множеств M и M ′

выполнено: E(M) = E(M ′) = ~0 и найдётся λ > 0 такое, что

C(M) = C(M ′) =

(
λ 0

0 λ

)
.

Тогда множество M может быть переведено в множество M ′ по-

воротом относительно начала координат, либо отражением отно-

сительно некоторой оси, проходящей через начало координат.

4. Алгоритм распознавания аффинной экви-

валентности

Шаг 1

Для заданных невырожденных множеств M и M ′ вычисляем их

центры тяжести E(M) и E(M ′).

Шаг 2

Вычисляем матрицы разброса C(M) и C(M ′), а также собствен-

ные значенияλ1, λ2 и λ′
1
, λ′

2
матриц C(M) и C(M ′) соответственно.

Из невырожденности множеств M и M ′ следует, что все собственные

значения положительны.

Обозначим через XC(M) и XC(M
′) матрицы координат особых

точек с центрами тяжести в начале координат.

Шаг 3

Для найденных собственных значений λ1, λ2 и λ′
1
, λ′

2
находим со-

ответствующие нормированные собственные вектора ~v1, ~v2 и ~v′
1
, ~v′

2
. В

силу симметричности матриц C и C ′ эти собственные вектора будут

попарно орогональны для каждой матрицы, то есть ~v1 ⊥ ~v2, а ~v′
1
⊥ ~v′

2
.

Находим матрицы поворота (симметрии) R и R′ размерности два

на два, которые переводят вектора ~v1 и ~v′
1

в вектор ~e1 = (1, 0)T , а

вектора ~v2 и ~v′
2

в вектор ~e2 = (0, 1)T . При необходимости изменяется

ориентация пар векторов ~v1, ~v2 и ~v′
1
, ~v′

2
.

Выполнив указанные преобразования, из множеств M и M ′ полу-

чаем множества MR и M ′
R
. Матрицы координат особых точек этих

множеств получаем умножая слева матрицы X и X ′ на матрицы по-

ворота R и R′ соответственно. Так же возможен случай, при котором
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необходимо изменить ориентацию системы координат, а после совер-

шить поворот множества.

Покажем, что после такого поворота (с возможным изменени-

ем ориентации системы координат), собственные значения матриц

C(MR) и C(M ′
R
) будут равны собственным значениям матриц C(M)

и C(M ′) соответственно, а собственными векторами станут вектора

~e1 и ~e2.

Рассмотрим матрицу C(MR). Учтем тот факт, что R · ~v1 = ~e1, и,

следовательно, в силу того что R — ортогональная невырожденная

матрица, то есть, RT = R−1, получаем что ~v1 = RT · ~e1. Аналогично,

~v2 = RT · ~e2. Предполагая, что ориентации двух множеств координат

совпадают, а так же из того, что C(M) · ~v1 = λ1 · ~v1 по определению

λ1, получаем:

C(MR) · ~e1 = R ·XC(M) ·XT

C (M) ·RT · ~e1 = R ·XC(M) ·XT

C (M) · ~v1 =

= R · C(M) · ~v1 = R · λ1 · ~v1 = λ1 · ~e1.

То есть, собственное значение не изменилось, а собственным вектором

стал вектор ~e1.

Таким же образом получаем C(MR) · ~e2 = λ2 · ~e2.

Для матрицы C(M ′
R
) рассуждения аналогичны.

Шаг 4

Вдоль координатных осей выполняем растяжение или сжатие

множеств MR и M ′
R
, полученных после поворота с возможной сменой

ориентации координат на предыдущем шаге, на величины 1√
λ1
, 1√

λ2
и

1√
λ′

1

, 1√
λ′

2

соответственно.

Положим E1 =

(
1√
λ1

0

0 1√
λ2

)
и E′

1
=




1√
λ′

1

0

0 1√
λ′

2


.

Тогда

C(MS) · ~e1 = E1 · C(MR) · E1 · ~e1 =
1

√
λ1

· E1 · C(MR) · ~e1 =

=
1

√
λ1

· E1 · λ1 · ~e1 =
1

λ1

· λ1 · ~e1 = 1 · ~e1.

Таким же образом получаем, что C(MS) · ~e2 = 1 · ~e2.

Для матрицы C(M ′
S
) рассуждения аналогичны.
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Шаг 5

После совершения указанных преобразований над множествами

M и M ′, мы получаем два множества MS и M ′
S
. Согласно рассужде-

ниям, проведенным на предыдущем шаге, матрицы C(MS) и C(M ′
S
)

имеют одинаковое собственное значение кратности два и равное еди-

нице.

Ранее в настоящей работе были указаны две вспомогательные

леммы. Лемма 1 является необходимым, а лемма 2 — достаточным

условиями для совмещения двух множеств поворотом либо осевой

симметрией. Полученные множества MS и M ′
S

удовлетворяют усло-

виям доказанных утверждений, из чего делаем вывод, что два этих

множества можно совместить, выполнив поворот одного из них, либо

преобразование осевой симметрии.

На данном шаге находится такое преобразование, которое совме-

стит два полученных нами множества. В настоящей работе для совме-

щения двух множеств совершаются всевозможные повороты одного

из множеств, на углы, которые вычисляются по всевозможным па-

рам точек (Ai, Bj), i, j ∈ [1, N ], Ai ∈ MS , Bj ∈ M ′
S

. Если два множе-

ства аффинно эквивалентны, то один из таких поворотов приведёт к

совмещению двух множеств. Данный подход имеет временную слож-

ность O(N2), но может быть эффективно использован при параллель-

ной архитектуре — всякий поворот может быть вычислен независимо

от других, а вычисление поворота по одной паре точек имеет времен-

ную сложность O(1).

В этом случае очевидным образом можно восстановить взаимно-

однозначное соответствие точек двух множеств по тому, какой именно

из поворотов либо осевых симметрий укажет на совмещение двух

множеств.

5. Схема

Понятие нелинейной глубины над некоторым базисом функций

введено в [6]. В базисе V нелинейными будем считать следующие

функции: {ln(x), ex,
√
x, sign(x)}. Будем проводить оценку нелиней-

ной глубины схемы. Под сложностью схемы будем понимать число

элементов в схеме.

Опишем схему, реализующую приведенный выше алгоритм.
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Условно схему можно разбить на 9 блоков. Далее приведем опи-

сания этих блоков и оценки их нелинейной глубины и сложности.

Блок 1

Определяются центры тяжести каждого множества, начала коор-

динат переносятся в центры тяжести.

На входе блока имеется 4 · N действительных значений — пар

координат из двух данных множеств M и M ′. На выходе получаются

4 ·N действительных значения — новые точки в системах координат,

где начала координат совмещены с центрами тяжести множеств.

Сложность блока — O(N). Нелинейная глубина блока — 0.

Блок 2

Вычисляются коэффициенты матриц разброса для каждого мно-

жества.

На входе блока имеется 4 · N действительных значений — коор-

динаты точек, с центрами тяжести в начале координат. На выходе

получаются 6 значений — коэффициенты матриц разброса (по 3 в

силу симметричности). Сложность блока — O(N). Нелинейная глу-

бина — 2.

Блок 3

По матрицам разброса каждого множества вычисляются соб-

ственные значения.

На входе блока имеется 6 действительных значений — матрицы

разброса. На выходе получаются 4 значения — собственные значения

матриц разброса. Сложность блока — O(1). Нелинейная глубина — 3.

Блок 4

По матрицам разброса каждого множества а так же их собствен-

ным значениям вычисляются собственные вектора.

На входе блока имеется 10 действительных значений — собствен-

ные значения матрицы разброса и коэффициенты матриц разброса.

На выходе получаются 8 значений — коэффициенты соответствую-

щих собственных векторов. Сложность блока — O(1). Нелинейная

глубина — 2.

Блок 5

По координатам собственных векторов матриц разброса для обоих

множеств вычисляется матрица поворота (симметрии).
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На входе блока имеется 8 действительных значений — собствен-

ные вектора матриц разброса.На выходе получаются 8 значений —

коэффициенты матрицы поворота. Сложность блока — O(1). Нели-

нейная глубина — 5.

Блок 6

По заданной матрице поворота и двум множествам точек вычис-

ляются координаты особых точек множеств после применения ука-

занного поворота.

На входе блока имеется 4 ·N + 8 действительных значений — ко-

ординаты точек и матрицы поворота. На выходе получаются 4 · N

значений — координаты точек после поворота. Сложность блока —

O(N). Нелинейная глубина — 2.

Блок 7

По двум заданным множествам особых точек и собственным зна-

чениям соответствующих матриц разброса вычисляются координаты

точек обоих множеств после растяжения и сжатия определённого ви-

да вдоль координатных осей.

На входе блока имеется 4 ·N + 4 действительных значений — ко-

ординаты точек и собственные значения. На выходе получаются 4 ·N

значений — координаты точек после растяжения или сжатия. Слож-

ность блока — O(N). Нелинейная глубина — 5.

Блок 8

По двум заданным множествам особых точек совершаются все-

возможные преобразования координат, соответствующие поворотам

на углы между всякими парами точек двух множеств, в целях сов-

мещения двух изображений.

Так же совершаются аналогичные преобразования над множе-

ством точек, в котором все точки являются отражениями точек ис-

ходного множества относительно оси абсцисс. Это соответсвует смене

ориентации системы координат.

На входе блока имеется 4 ·N действительных значений — коорди-

наты точек обоих множеств, которые можно совместить поворотом.

На выходе получаются 4 ·N2 +2 ·N значений — всевозможные пово-

роты одного из множеств (включая его отражение относительно оси

абсцисс) и второе множество точек. Всевозможные повороты состав-

ляются параллельно — следовательно, сложность блока O(N2).
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Для вычисления таких поворотов сначала выбирается пара точек,

определяется знак при синусе в матрице поворота, а после вычисля-

ется матрица и производится умножение на неё слева. Нелинейная

глубина — 14.

Блок 9

По заданным координатам точек при совершении всевозмож-

ных поворотов одного множества относительно другого производится

сравнение двух множеств и поиск совмещения.

На входе блока имеется 4·N2+2·N значений предыдущего блока,

на выходе получается одно значение — 1 в случае аффинной эквива-

лентности множеств и 0 в противном случае. Блок имеет сложность

O(N2) и нелинейную глубину 3. Действие блока основано на подсче-

те числа совпадений точек. Если число совпадений будет равно N

то два множества аффинно эквивалентны, и по расположению сов-

падающих точек на выходах сравнивающей части можно определить

взаимно-однозначное соответствие индексов.

В итоге можно получить следующую теорему, доказательство ко-

торой проводится конструктивным способом.

Теорема 1. Для заданного натурального числа N в базисе V можно

построить схему с нелинейной глубиной 36, и сложностью O(N2),

определяющую аффинную эквивалентность двух N -элементных

множеств особых точек, и, в случае их аффинной эквивалентно-

сти, идентифицировать точки этих множеств.

Автор выражает благодарность своему научному руководителю,

кандидату физико-математических наук, доценту кафедры МаТИС

Часовских А.А.

Список литературы

[1] Конушин А. Слежение за точечными особенностями сцены //

Компьютерная графика и мультимедиа. — 2003. Вып. 1 (5).

[2] Козлов В.Н. О распознавании аффинно разных дискретных изоб-

ражений // Интеллектуальные системы. — 1998. Т. 3, вып. 3–4. —

С. 95–122.



276 Д. В. Ронжин

[3] Гашков С.Б. О сложности приближения функций схемами, по-

строенными из элементов, реализующих непрерывные функции,

из данного конечного множества // Сб. Section mathematik der

Humboldt Universitat Berlin, сер. Seminar-Bericht. — Humboldt

Universitat Berlin, 1984. Т. 56.

[4] Гашков С.Б. О сложности приближенной реализации непрерыв-

ных функций схемами и формулами в полиномиальных и некото-

рых других базисах // Математические вопросы кибернетики. —

1994. Т. 5. — С. 144–207.

[5] Гуломова Н.Ф. Отслеживание динамических образов: Филиал

МГУ им. М.В. Ломоносова в г. Ташкент, выпускная работа. —

2011.

[6] Половников В.С. Об оптимизации структурной реализации ней-

ронных сетей: Дисс. на соиск. уч. ст. к.ф.-м.н. — Москва, 2007.


